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Introduction

Le calcul stochastique est 'étude de phénomenes aléatoires dépendant du temps. L'objectif de ce cours
est de donner des outils pour étudier des équations différentielles stochastiques (EDS), faisant intervenir a la
fois le facteur temps et le facteur aléatoire et qui sont tres utilisés dans différents domaines d’application tels
qu’en biologie, en mathématiques financieres, en mécanique quantique, en traitement du signal, en chimie,
en météorologie et méme en musique.
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Chapitre 1

Quelques rappels sur les processus

Dans ce cours, 7 désignera un ensemble d’indices, représentant le temps. Classiquement, nous prendrons
T =N,R*,[a, b]. On s'intéressera le plus souvent aux deux derniéres situations, en s’appuyant sur des résultats
ou notions analogues a ceux abordés dans le cas 7 = N. On notera alors X = (X;) 7 le processus aléatoire
indexé par les t dans 7. Dans la suite, on se place sur 'espace de probabilités (Q, F,P).

1.1 Notion de processus

Définition 1.1. On appelle processus d’espace d’états (E, ), toute famille de variables aléatoires ( X; ) ;7 définies
sur un méme espace de probabilités (Q, F,P) et a valeurs dans (E,£).

Définition 1.2. Soit (E,d) un espace métrique et £ sa tribu borélienne. Soit (X;)>0 un processus défini sur
(Q,F,P) et a valeur dans E. On dit que (X;) >0 est continu (ou a trajectoires continues) si pour tout € Q, t —
X;(w) est continue.

Rappel :

1. La tribu borélienne sur un espace topologique E est la plus petite tribu sur E contenant tous les en-
sembles ouverts.

2. On appelle tribu F sur E, un ensemble F de parties de E telles que :
(@) geF
(b) siAeF,AcF
(c) siVneN,A,eF,alors U,en An €F

1.2 Processus gaussiens

1.2.1 Variables aléatoires gaussiennes

Une variable aléatoire X : Q — R est gaussienne si et seulement si sa loi a pour densité

1 N2
fup2(x) = T P ( _ (ngfzt)

) VxeR,

avec E(X) =p et Var(X) =E[(X -p)?]=0>.

Remarque 1.3. Unevariable nulleP-p.s. est vue comme une variable aléatoire suivant une loi gaussienne centrée
de variance nulle.
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Proposition 1.4.
2 _X-p
1. X~N(p0%) = Y="E~N(01).

2. Si X ~ N (u,0?), sa fonction caractéristique (=transformée de Fourier de sa loi) est :
. 2.2
VteR, Ox(t) = E[e''*] = exp {itu - %} La fonction caractéristique caractérise la loi d'une variable
aléatoire.

3. Si X ~N(u,0?), la transformée de Laplace de sa loi est :
VAR Wx(A) =E[eMX] =exp{Au+ T1 ).

Preuve: en TD

1.2.2 Vecteur gaussien :

Définition 1.5. Soient X, ..., Xy, des variables aléatoires de (Q, F,P) dans (R, B(R)). Onditque X = (X,..., X,)
est un vecteur gaussien si toute combinaison linéaire de ses composantes suit une loi gaussienne, i.e. si pour tout
(a1,...,an) R, a1 Xy + -+ an Xy, suit une loi gaussienne.

Un vecteur gaussien X = (X, ..., X, ) est entierement déterminé par sa moyenne p =E(X) = (E(X1),...,E(X,))
et sa matrice de covariance X = Cov(X) = (Cov(X;, X;) )1<i, j<n-

Remarque 1.6. Si X est un vecteur gaussien, alors pour touti € {1...n}, X; est une variable aléatoire gaussienne.
La réciproque est fausse : il existe des variables aléatoires gaussiennes X,... X, telles que X = (Xy,..., X,,) ne soit
pas un vecteur gaussien.

X si|X|<a
-X si|X|>a,
sa fonction caractéristique), mais X +Y = 2X1,y|<, Nest pas une variables aléatoire gaussienne, donc (X,Y)
n’est pas gaussien.

Contre-exemple 1.7. Soient X ~ N (0,1) et a > 0, alors si on pose Y = { Y ~N(0,1) (calculer

Théoréme 1.8. Soit X = (X,..., Xy, ) un vecteur aléatoire de moyenne i et de matrice de covariance X. Le vecteur
est gaussien si et seulement si sa fonction caractéristique vaut :

Vi=(f,..., tn) €R™, Oy (£) =E[ei(1X)] :exp{i(t,u)— %(r,zr)}, avec (t,m) = t" m.

Vecteurs gaussiens et indépendance :

Proposition 1.9. Soit X = (Xy,...,X,,) un vecteur gaussien. Les variables Xu,..., X, sont indépendantes si et
seulement si la matrice de covariance est diagonale (<> orthogonalité) : Cov(X) = diag(o?,...,02).

Preuve : = 1l est évident que si les variables aléatoires Xj, ..., X;, sont indépendantes, la matrice de covariance
(Cov(Xj, Xk))j k=1,.,n €st diagonale.

<= Supposons que la matrice de covariance est diagonale. Soit (ey, ..., e, ) une BON dans R”. La décomposition
de X dans cette base est X = Z;‘:l Xje;.On aalors pour uy,..., U, €R,

n n n
Var( > quj) = > ujurCov(Xj, X)) =, u?Var(Xj).
j=1 k=1 j=1
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On en déduit que pour u = (uy, ..., uy),

~.
Il

—
[
I

—

On obtient donc I'indépendance (la fonction caractéristique de la combinaison linéaire des X; est le produit
des fonctions caractéristiques des X;). O

ALhypothése X vecteur gaussien est essentielle.

A\ Les vecteurs gaussiens ne sont pas toujours a densité, mais si £ = Cov(X) est inversible, laloi de X admet
la densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R” suivante :

fuz(x)= (zjr)n/zl\/me)(p{_ %(x—u,Z’l(x—,u))}

1.2.3 Processus gaussien :

Définition 1.10. Un processus (X;) e est gaussien si pour tout (t1,...,t,) € T", (Xy,..., Xy,) est une vecteur
gaussien. On définit alors sa (fonction) moyenne p par u(t) :=E(X,) et sa (fonction de) covarianceX parZ(s,t) :=

E[(Xs—p($)) (Xe = p(1))] = E(Xs Xp) = pu(s) (1)
Remarque 1.11. La loi d’'un processus étant caractérisée par ses lois fini-dimensionnelles, on en déduit que la loi
d’'un processus gaussien est caractérisée par sa fonction moyenne et sa fonction de covariance.
Proposition 1.12. Soients,t €T etX(s,t) la fonction de covariance d'un processus gaussien X = (X;)>o. Alors :
1. (s, t) est symétrique : (s, t) =2(t,s)
2. X(s,t) est semi-définie positive : Vay,...,ap R etV (ty,...,t5) €T", Z?,j:l a;Z(t, tj)a; >0

Preuve :

1. La symétrie est claire.

2. YijmaiZ(t ty)aj= Y7 iy aiaE[(Xy — () (Xy; - p(t7))] = [E[(Z?ﬂ a; (X, ‘P‘(i)))z] 0.
O

Proposition 1.13. Soient u:7 — R une fonction (quelconque) etZ : T xT — R une fonction symétrique, semi-
définie positive. Il existe un processus gaussien (unique en loi) de moyenne | et de fonction de covariance X.

Preuve : [cf. polycopié Probabilités avancées, Erick Herbin] Appliquer le théoréme de Kolmogorov.

La preuve de ce résultat repose sur le résultat analogue pour les vecteurs gaussiens. On montre le résultat
dans le cas ot u = 0. On montre ainsi I'existence d'un processus gaussien centré {X;;r € 7} de fonction de
covariance X. Le processus final est défini par X, = X; + u(t) pour tout ¢ € 7. Sans perte de généralité, on
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suppose dans la suite p = 0. Pour tout sous-ensemble fini I = {1y,...,t,} de T, on considére la matrice X; de
taille n x n définie par
Vi je{l,..,n},2(i,f) = (6, t}).

La matrice X; est symétrique et définie positive, donc on peut construire un vecteur gaussien Z; de taille
n suivant la loi N'(0,Z;). En effet, soit (&1,...,€,) une base orthonormée dans laquelle =; est diagonale :
Z(E,-,sj) = /1,-6ij, 1<1i,j < n. On définit alors Yy,,...,Y;, des variables aléatoires gaussiennes centrées, indé-
pendantes et telles que Var( Ytj) =Aj, 1 < j < n. On pose alors Z; = 27=1 Y;;€; qui est un vecteur gaussien
centré tel que Z;(i, j) = Z(&4,€) = 1:6;;.

On considere alors la mesure de probabilité u; sur (R”, B(R"))

VAeB(R"), u1(A) = Pz, (A) = P(Z; € A).

r estlaloi de Z;. Supposons maintenant n > 1 et posons Iy = {1, f,...,t,—1}.Ona I c I et Z;, ala méme loi
que les n—1 premiéres coordonnées de Z;. Il s’ensuit que

VAL...,Apm1 € B(R), pp (Ap x -+ x Ap—1) = 1 (Ap x -+ x A1 xR).

La famille de mesures de probabilité (u;; I ¢ T fini) vérifie donc les conditions de compatibilité du théoréme
d’extension de Kolmogorov. Il existe donc un processus { X;; r € 7'} dont les distributions fini-dimensionnelles
sontles (uy; I €T fini). X est un processus gaussien de moyenne nulle et de fonction de covariance X.
O

Rappel : Théoreme d’extension de Kolmogorov

Supposons que E = RN muni de la tribu borélienne & = B(RY).

Toute famille (i) ;o7 de probabilités sur (E!,E£®) indicée par les parties finies de 7~ vérifiant la relation
de compatibilité suivante : si I est une partie finie de 7 et si t € T\, alors

VAE® g (AxE) = pr(A),

est la famille des distributions fini-dimensionnelles d’'une (unique) probabilité sur (ET, G).

Théoréme 1.14. Soit X = (X;) >0 un processus gaussien. Il y a équivalence entre
i) le processus est stationnaire au sens strict < V 1y, ..., t, €R*, seR™, Xty Xr, amémeloique Xy 1s,..., Xy +s

ii) le processus est stationnaire a l'ordre 2 (ou au sens large) <> pu(t) =, Vt>0etX(s, t) =y(t-s),V0<s<t,
ouLy est une fonction quelconque.

Preuve : i) = ii) toujours vrai.
ii) = i) les processus gaussiens sont déterminés par p et X. O

Définition 1.15. Soit X = (X;) >0 un processus réel quelconque. On dit qu'il est a accroissements indépendants
(PAD) si pour tout s, t tels que0< s< t, X; — X; est indépendant de o (X,,0< u<s).
Proposition 1.16. Soit X = (X;) >0 un PAI gaussien de moyenne u(t) et de covariance (s, t). Alors :

1. 2(s,t)=2Z(tAs,tAS), Vs, teRT,

2. 2(t,t)-2(s,s)20,Vs<t.

Preuve : Pour simplifier, on centre le processus (sans perte de généralité) : X; ~ X; —u(t), V£ >0. Soit t > s >0,
1. 2(s,1) = E[ XX, ] = E[Xo(X; - X + Xs)] = E[X(X; — X5)] + E[X?] = EOE(X - X) +2(s,8) | =
3(s,s),donc Z(s,t) =Z(tAs, tAS).

2. 2(t,t)-Z(s,8) =E[(X; - X5)?] 2 0. O
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1.3 Espérances conditionnelles de variables aléatoires réelles

La plupart des preuves se trouvent dans le polycopié de 2°™¢ année de probabilités avancées.

Définition 1.17. Dans lespace de probabilité (Q, F,P), soit X une variable aléatoire réelle dans 1.1 (Q,F,P) et
soit G une sous-tribu de F. On appelle espérance conditionnelle de X sachant G, la variable aléatoire réelle Y
vérifiant les deux conditions suivantes :

(i) Y estdans'(Q,G,P), i.e. Y est G—mesurable;

(ii) Pourtout Aeg,
f XdP - f YdP,
A A

<~ [E[X]IA] = [E[Y]IA],
< E[XZ]=E[YZ], YZG-mesurablebornée.

Lespérance conditionnelle est unique presque stirement et notée E[ X|G].

Définition 1.18. Soit X une variable aléatoire réelle dansL.?(Q, F,P) et soit G une sous-tribu de F. Lespérance
conditionnelle de X sachant G est définie comme la variable aléatoire Y € 12 (Q,G,P) telle que

VZel?(Q,6,P) E[XZ]=E[YZ].
Lespérance conditionnelle est unique (modulo égalité dans1.?(Q, F,P)) et notée E[ X|G].

Remarque 1.19. Dans le cas particulier oit X € 1L?(Q, F,P), l'espérance conditionnelle E[ X|G] est la projection
orthogonale de X sur le sous-espacel >(Q,G,P).

Propriété 1.20. Soit X une variable aléatoire réelle dans L' (Q, F,P) (resp. 1L2(Q,F,P)) et soit G un sous-tribu
de F. Alors
1. Lapplication X ~ E[X|G] est linéaire dans .} (Q, F,P) (resp.12(Q,F,P)).
SiX>0p.s., alorsE[X|G] >0 p.s.
E[E(XIG)] ~E(X).
X G-mesurable < E[X|G] = X p.s.
Si X est indépendante de G, alorsE[ X|G] = E(X).

ok W N

Proposition 1.21 (Emboitement de tribus). Soient G et H deux sous-tribus de F telles que G c H. Alors, pour
toute variable aléatoire X dans L' (Q, F,P), ona

E(E[X|H]|G) =E[X|G] p.s.

Remarque 1.22. Soit X une variable aléatoire réelle sur (Q,F,P) et soit G la sous-tribu de F engendrée par
une variable aléatoire Y : (Q, F) — (E,&). Alors on note E[ X|Y| a la place de E[ X|G] et il existe une application
borélienne h: E — R telle que

E[X]Y] = h(Y).

Preuve : Soit A € G = g(Y). Par définition de la tribu engendrée, il existe B € £ tel que A=Y }(B) = {w ¢
Q,Y(w) € B} et on en déduit que 1 4 = 15(Y). Par linéarité, toute fonction étagée G—mesurable s’écrit comme
fonction étagée £—mesurable de Y. Par densité, si Z est une variable aléatoire réelle dans L (Q,G,P), Z s’écrit
Z=h(Y) ol h:E— Rapplication borélienne. En prenant Z = E[ X|Y ], on obtient le résultat. O
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Théoréme 1.23. Soit (Y3,..., Yy, X) un vecteur gaussien centré. AlorsE(X|Y,...,Yy) coincide avec la projection
orthogonale de X sur l'espace vectoriel engendré par (Yy,..., Yy). llexiste Ay, ..., A, réels tels queE(X|Y1, ..., Yy) =
Z;’:l A;Yj. De plus, pour toute fonction h:R — R borélienneet yy,...,y, €R

E[h(X)|(Y1,---,Yn)=(J’h---,J/n)]=/Rh(x)f(z;':lajyj,ﬁ)(x)dx»

1 N2
ouo® =E[(X -7 Ajyj)?] et o0y (x) = N exp(— (XZO',;) )

La loi conditionnelle de X sachant (Y1,...,Y,) = (y1,..., Yn) est une loi gaussienne de moyenne
n
E[LX|(Yi,..0s Yn) = (Y10 ¥n)] = D Ay
j=1
et de variance

0'2 = IE[(X— Zn: Ajy])z]
j=1

Preuve : o Prenons n = 1. Cherchons A € R, tel que Z = X — 1Y soit indépendant de Y. (Z,Y) est obtenu a partir
du couple gaussien centré (X, Y), il est donc gaussien centré, donc on a I'équivalence suivante :

Z]]Y < Cov(Z,Y)=0<E[ZY]=0.

Or
E|XY]| Cov(X,Y
E[ZY]=E[XY]-AE[¥?2] =0 A= DA Y]_ Cov(X.Y)
E[Y?] Var(Y)
On a alors
E[X|Y]=E[Z|Y]+E[AY|Y]
=E[Z]+AY carZ]]Y
=AY carE[Z]=0.
e Montrons que E[ X|Y},..., Y, ] coincide avec la projection orthogonale de X sur I'espace vectoriel engendré

par {Y},..., Y, }. Notons F = Vect{Y3,..., Y, } et pr(X) la projection orthogonale de X sur F (pour le produit
scalaire associé a I'espérance). Alors E[ (X - pr(X))Z]=0pour tout Z€ F. (X - pr(X), Y1,...,Yy) est gaussien
centré. Ona
[E[(X— pF(X))Z] =0=Cov(X-pr(X),Z)=0 VZeF
=X-pr(X)[[(V1,..., Yn),

en prenant Z = Y; pour i € {1,...,n}. Donc en posant U = X — pr(X),

X= U +pp(X) = E[X|Vi,..., Ya] = E[U] +pr(X)
T ———— ——
LHF cF =0

:>[E[X|Y1,..., Yn] :pF(X).

e En pratique, E[ X|V3,..., Y, ] = Z?:l AjYjoules Aj pour j =1,...,n sont déterminés a partir de la condition
d’orthogonalité

Vi E[(X-E[X|Ni,...,Y,])Y}] =0©[E[(X‘ ilfyf)yf] =0.
j=1
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e Posons U=X -}, A;Y;, alors U ~N(0,0?) avec 0% = Var(X — Yi14;Y}). Onaalors

. [R h(u+jZ::1/1;’J’j)NU(du)

On en déduit que X|(Y1,..., Yn) = (y1,-.., ¥n) ~ N (21 Ajyj,0°) avec o =E[ (X - £, A;¥7)°]. O

1.4 Filtration, temps d’arrét et martingales indexés par N

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas ot1 7 = N.

1.4.1 Filtration

Définition 1.24. On appelle filtration de l'espace de probabilité (Q, F,P) une suite croissante (F, ) nen de sous-
tribus de F. On dit que (Q, F, (Fn) nen, P) est un espace de probabilité filtré.

Définition 1.25. Un processus { X,, n € N} est dit adapté a la filtration (Fy,) nen Si pour tout n €N, X, est mesu-
rable par rapport a la tribu F,.

Définition 1.26. Un processus { X, n € N} est dit prévisible pour la filtration (Fp,) nen Si pour tout n > 1, X, est
mesurable par rapport a la tribu F,,_ .

Exemple 1.27. Si X = {X,,, n € N} est un processus aléatoire, alors on peut définir pour tout n €N, la tribu
FX=0(X0,X1,.... Xn).

C'est la plus petite sous-tribu de F qui rende X mesurable. La collection (F.X ) nen est alors une filtration, appelée
filtration naturelle de X. X est adapté a sa filtration naturelle.

1.4.2 Temps d’arrét

Définition 1.28. Une variable aléatoire T : Q —~Nu{+oo} est appelée temps d’arrét pour la filtration (Fy ) nen Si
vneN, {T=n}eF,,

ou de maniere équivalente si
VneN, {T<n}eF,.

Exemple 1.29. Soit X = { X,,, n € N} un processus discret a valeurs dans R. On définit le temps aléatoire T par
T(w)=inf{neN: X,(w) >1}.

T est un temps d’arrét pour la filtration naturelle de X, car il ne dépend que des valeurs des X, pour n < T. De
maniere rigoureuse, on peut écrire

{T<n}= | {Xx21}eF,

0<k<n~——
eFrcFn

En revanche, le temps aléatoire S = sup{n: X,, > 1} n'est pas un temps d’'arrét pour la filtration naturelle de
X. 1l est nécessaire de connaitre l'ensemble des réalisations des X, pour définir la valeur de S.
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Définition 1.30. Soit (F,,) nen une filtration sur lespace (Q, F,P), et soit T un temps d'arrét. La collection
Fr={AeF:YneN,An{T<n}eF,}

est une tribu appelée tribu du temps d'arrét T.

1.4.3 Martingales

Définition 1.31. On appelle martingale (resp. sous-martingale, surmartingale) le processus X = {X,,n € N}
muni d'une filtration (Fy,) nen vérifiant les trois conditions suivantes :

(i) mesurabilité : X est adapté, i.e. X, est F,—mesurable pour tout neN;
(ii) intégrabilité : pour tout neN, X, €L! (Q,F,P);

(iii) relation de martingale :
VneN, X,=E[Xp1|Fn] p-s.

(resp. Xy, <E[Xp+1|Fn] p.s, Xn 2 E[ Xom| Fn] p-s.).

Remarque 1.32. La 3éme condition est équivalente a

Vn,meNtelsquen<m, X,=E[X,|F,] p.s.



Chapitre 2

Le mouvement brownien

Le mouvement brownien est associé a I'analyse de mouvements qui évoluent au cours du temps de maniére
si désordonnée qu'’il semble difficile de prévoir leurs évolutions, méme dans un intervalle de temps trés court.
Iljoue unrole central dans la théorie des processus stochastiques car dans de nombreux problémes théoriques
ou appliqués, le mouvement brownien ou les diffusions qui lui sont associées fournissent des modeles simples
sur lesquels de nombreux calculs peuvent étre faits.

Le mouvement brownien a été introduit en 1827 par le botaniste écossais Robert Brown (1773-1858) pour
décrire le mouvement de fines particules organiques en suspension dans un gaz ou un fluide. En 1905, Albert
Einstein construit un modele probabiliste pour décrire le mouvement d’'une particule qui diffuse : il trouve
que la loi de la position a l'instant ¢ de la particule sachant que I’état initial est x admet une densité qui vé-
rifie 'équation de la chaleur et de ce fait est gaussienne. En 1923, Norbert Wiener construit rigoureusement
la fonction aléatoire du mouvement brownien. Il établit que les trajectoires sont continues. Le francais Paul
Lévy découvre ensuite avec d’autres mathématiciens de nombreuses propriétés du mouvement brownien et
introduit une premiere forme des équations différentielles stochastiques (EDS) dont I'étude sera ensuite systé-
matisée par le japonais Kiyoshi Ito.

2.1 Définition, propriétés

Définition 2.1. On appelle mouvement brownien standard tout processus gaussien B = (B;) >0 a trajectoires
continues, de fonction moyenne nulle et de fonction de covariance

(s, t)=snt, Vs, t>0. 2.1

Remarque 2.2. Lexistence d’'un mouvement brownien est assurée par la Proposition 1.13. En effet, la fonction de
covariance (2.1) est symétrique : on remarque que 2(s,t) = A([0,s] N[0, t]), oit A désigne la mesure de Lebesgue.

Remarque 2.3. Si (B;) o est un mouvement brownien, E(By) =0 = Var(By), d'0itE(B3) =0 et By =0 P-p.s.

Définition 2.4. On dit que (Y;) >0 est un mouvement brownien issu de x € R si pour tout t >0, Y; = By + x avec
(Bt) r>0 un mouvement brownien (issu de 0). De facon équivalente, (Y;) 1> est un processus gaussien de fonction
de covariance 2(s,t) = sA t et de moyenne x.

Proposition 2.5. Soit (B;) ;>0 un mouvement brownien. Alors

i) Lesaccroissementsde (B;) >0 sontindépendants, i.e. pour tous0 < to <--- < t,, lesvariables (B, — By, )o<k<n-1
sont indépendantes.

i) Les accroissements de (B;) >0 sont stationnaires, i.e. pour tout u > 0, les variables (By.+ — Bt) >0 ont la
méme loi, a savoir N' (0, u).

15
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Preuve :

i) Le processus (B, ,, — By, )o<k<n €st un processus gaussien. Il suffit donc de vérifier que pour tous 0 < #; <
tre1 < tx < tes1, E[(By,,, =By ) (By,, — By,)] =0.

ii) Immeédiat. (B,+: — By est une variables aléatoire gaussienne et Var(By+;—By) = u+t—-2X(u+t,t)+t=

U+t-2t+t=u) O

Remarque 2.6. La propriété i) est équivalente au fait que pour tout u > 0, les variables (By+; — By) >0 est indé-
pendant de la tribu 0 { B5,0 < s < u}. De plus, le processus (By+: — By ) t>0 est un mouvement brownien.

Remarque 2.7. Le mouvement brownien standard admet donc deux caractérisations. Le processus (By) >0 un
mouvement brownien standard si
i) ses trajectoires sont continues : w € Q, t — B(w) est continue
ii) Bp=0
iii) PAI tel que B, - B~ N'(0,t - s) | iii") processus gaussien centré de covariance (s, t) = sA t
Exercice 2.8.

1. Quelleest la loide By — B;, 0 < s < t 2 Donner sa densité.

2. QuevautE[(B;-Bs)|o(By,0<u<s)]?

3. CalculerE(B¢|B;s), VO<s<t.
Proposition 2.9. Soit B = (B;) r>o un mouvement brownien standard. Les processus suivants sont également des
mouvements browniens standards :

i) X! =-By, t >0 (propriété de symétrie)

ii) Vy>0, X2 = %Byz[, t> 0 (propriété d’'auto-similarité)

iii) Xg=0etX>=1tB1,t>0.
t

Preuve : A faire en exercice. O
Proposition 2.10. Ona
Xf' —0.

—0

Remarque 2.11. Un mouvement brownien n'a pas de limite en +oo, son comportement est en/t (Var(B;) = t).

2.2 Propriétés asymptotiques du mouvement brownien standard

Nous commencons par énoncer un résultat préliminaire.

Théoréme 2.12 (Loi du 0 - 1 de Blumenthal). Soit (B¢) >0 un mouvement brownien et F; := 6{Bs: s < t} pour
tout t > 0. On pose Fo+ := N> Fr. Alors, pour tout A€ Fo+, P(A) € {0,1}.

Preuve :
Soient0< #) <<, g RF - R une fonction continue bornée et A € Fo+. Par continuité (des trajectoires
de B et sous le signe intégral), on a

E[1Ag(Bu»--., By)] = im E[148(By ~ Be..., By, ~ Be)].
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Deslors que € < 11, alors les variables By, — B, ..., By, — B, sontindépendantes de Fe (car B estun PAI), et comme
Fo+ c Fe, elles sont aussi indépendantes de Fy+. On peut donc écrire

E[148(By,.... By, )] = lim P(A)E[g(By, ~ Be,..., By, ~ Be)]
=P(A)E[g(By, .. By)],

et donc Fy+ est indépendante de o(By,,..., By, ). Ceci étant vrai pour toute famille finie {#,..., ¢}, on en dé-
duit que Fy+ est indépendante de o (B, t > 0). Par continuité de B en 0, (lirréBt =By), onadonc o(B;,t>0) =
—

0 (B¢, t>0) et comme Fy+ c a(B;, t >0), on en déduit que Fy+ est indépendante d’elle-méme. Cela entraine
que pour tout A€ Fy+, P(An A) =P(A)? et comme P(An A) =P(A), on en déduit que P(A) € {0,1}. O

Remarque 2.13. Il n'est a priori pas évident que sup . Bs soit mesurable : c’est le supremum non dénombrable
de fonctions mesurables. Les trajectoires de B étant continues, on peut se restreindre aux valeurs rationnelles de
s€[0,€] et on obtient un supremum dénombrable de variables aléatoires. C'est ce que nous utiliserons implicite-
ment dans la suite.

Proposition 2.14. Soit (B;) o un mouvement brownien standard. Pour toute >0 ona:

i) sup B;>0ps et inf Bs<0 p.s
0<s<e 0<s<e

ii) limsup B;=+co p.s et ltiminth =—00 p.S.
—>+o00

t—>+o0

Preuve :
i) Soit (¢,)n>1 une suite décroissante de limite nulle. Lévénement A := N1 {sup,,s, B,, > 0} est claire-
ment F,+-mesurable, doncP(A) € {0,1}. Parailleurs, P(A) =1lim,—, 1 oo P(sup,,,5, B,, >0) et P(sup,,,5, B, >
0) >P(Bg,>0)=1/2.D’outP(A) =1 et le premier point est prouvé.
ii) D’apres ce qui précede,
lim P( sup B;>1/p)=1

p=toe “o<rcl, teQ

D’apres la proposition 2.9.ii), ( B, /P) t>0 est un mouvement brownien. Donc

IP( sup Bt>1/p):|]3’( sup szt/p>1/p):[P’( sup Bt>1).
0<1<1,1eQ 0<1<1,1€Q 0<t<p?,1eQ

En faisant tendre p vers +oo, il vient IP( SUpeq+ Br > 1) = 1. Une nouvelle application de la proposition
2.9.ii) donne I]J’(supte@+ B> m) =1, pour tout m e N.

O
Proposition 2.15. Soit (B;) >0 un mouvement brownien standard. On a

. . Bt . . Bt
i) limsup——= =+c0, liminf—=-0c0 p.s.
t—+o00 \/E l=+00 \/t

B
i) lim —£=0 p.s.

t—>+oco

t —_

B
iii) limsup—t =+o00, liminf =—00 p.S.

B
t—0 \/; =0 ﬁ

Corollaire 2.16. Presque siirement, le mouvement brownien standard change une infinité de fois de signe sur
[0,£], £>0.
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Preuve : D’apres la Proposition 2.14i), on peut construire une suite (s, (w)) e+ Strictement décroissante, de
limite 0 telle que Yk eN*, B, (,)(@)>0et By, () (@) <0. O
Corollaire 2.17.

) P- p.s., le mouvement brownien (By) ;>0 passe une infinité de fois par tout point.

ii) Le mouvement brownien (B;)»o West dérivable ni a droite, ni a gauche en tout point s > 0. Il est non
dérivable a droite en s = 0.

Preuve :
i) Raisonner par I'absurde, utiliser le fait que les trajectoires sont continues et la proposition 2.14.ii).
i) Si

B; - B,
L0 —> ¢ (dérivabilité a droite en 0)
-0
alors B B
2t _ J\/; —0,
\/; t t—0
ce qui est contradictoire. O

S

Exercice 2.18. Le faire en tout point : .
-5

Remarque 2.19. En finance, on appelle mouvement brownien réel issu de x € R de dérive 0 € R et de variabilité
0 >0, le processus Xy = x+ 0t + 0 By, oit (By) >0 est le mouvement brownien standard.

Exercice 2.20. Montrer que (X;) >0 est un processus gaussien. Calculer sa moyenne et sa fonction de covariance.

2.3 Mouvement brownien par rapport a une filtration

Soit (Q, F,P) un espace probabilisé.

2.3.1 Quelques définitions
Définition 2.21. On appelle filtration toute famille croissante (F;) >0 de sous-tribus de F.

"s

Remarque 2.22. F; ="événements qui peuvent arriver avantt".
On note (Q,F, (F¢)»0,P) I'espace de probabilité filtré.
Définition 2.23. On dit que le processus X = (X;) >0 est Fr—adapté siVt >0, X; est Fy—mesurable :

V>0 VBeB(R), X;'(B)eF;

non non

Exemple 2.24 (Filtration "canonique", "naturelle", "propre" d'un processus). Soit X = (X;) >0 Un processus, sa
filtration canonique (naturelle ou propre) est définie par

FX=0{X;:0<5<1}.
Proposition 2.25. Un processus est toujours adapté a sa filtration canonique.

Définition 2.26. Soient (Q, F, (F;)=0,P) un espace de probabilité filtré et X = (X;) >0 un processus. On dit que
X est

1. une F;—-P-martingale si:
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(@) X; est Fy-mesurable (<> X est F;—adapté)
) E[|X;|]<+o0 V>0 (= X ell(Q,F,P), intégrabilité)
© E[X|Fs]=Xs, Vixs,
2. une F;—P-sous-martingalesi: (@), (b) et (¢)E[X,|Fs]> X5, Vs,
3. une F; —-P-sur-martingale si: (a), (b) et (") E[ X;|Fs]< X5, Vixs.
Exemple 2.27. Le mouvement brownien standard B = (By) o est une Fy — P—martingale pour sa filtration
propre, F8 =a{B,,0<u<t}:

1. Ok (un processus est toujours mesurable par rapport a sa filtration propre),

E[|B:[] = f\/_

E[B:|FB]- By =E[(B; - Bs)|FE]=E(B, - B;) = 0.

2.3.2 F;—P-mouvement brownien

Définition 2.28. Soit (Q,F, (F;)»0,P) un espace de probabilité filtré. Soit B = (B;) ;>0 un processus réel adapté
a (Ft) 0. Alors B = (Bt) >0 est un F; —P—mouvement brownien réel standard si :

1. Bp=0,

2. les trajectoires sont continues,

3. YO< s<t, By— B; est indépendant de Fs et By— Bs~ N (0, —s).
Remarque 2.29. F; n'est pas forcément la filtration propre de B.

Proposition 2.30. Un F;—mouvement brownien est un mouvement brownien pour sa filtration propre.

Proposition 2.31. Soit X = (X;) >0 un processus réel adapté a la filtration (F¢) >0, nul en 0 et a trajectoires
continues. Alors

X est un F; — P — mouvement brownien standard

1
<=VaeR, Zf=exp (iaX,; + Eaz t) est une F; — P — martingale.

Preuve : = Soit X un F; —P-mouvement brownien. Soit
a . 1 2
Z; =exp (th+ Ea t), VaeR.

Montrons que c’est une J; —P-martingale.

1. Z} est F;—mesurable car I'image par 'application continue exp(ia. )exp( a t) d’un processus mesu-

rable est mesurable,
2

1 a
2. E[|1Z8] = [E[|exp (iaX,+ Eazt)u =e 2! < +oo,
3. Montrons que E[(Zf - Z&)|Fs] =0, VO<s<t.

VAR AY :exp(iaXﬁ?)—exp(iaXsnt?)

2 2

:exp(iaXs+?)[exp(ia(xt—xs)+%(t—s))—1]
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a’s a’
a a _ . - v . _ - _ _
E[(Z{ —ZS)|}"S]—[E[exp(me+ 5 )[exp(m(X, Xs)+ 5 (¢ s)) 1]\}}]
2
. a
:ZS“[E[exp(m(Xt—Xs)+?(t—s))—1|.7-}]
2
- a ; _ o)l
XI_X;H}_SZS([E[exp(m(Xt X;) + 2(t s))] 1)
E[exp(ia(X; - X;))] est la fonction caractéristique de X; — X; et X; — Xs ~ N (0, —s), on a donc
a2
E[exp(ia(X; - X;))]=e 7 (9),

On obtient donc finalement
E[(zf - z8)| 7] =o.

<= Supposons que Ya R, Z{ est une F; — P-martingale. On a donc :
a2
E[exp(ia(X, - X;))|Fs]=e” 7 (179
et en passant a I'espérance, on obtient
u2
Elexp(ia(X, - X;))]=e 779,

donc X;—X; ~ N(0, t—s) (car on reconnait la fonction caractéristique d’'une loi N'(0,1)). Soitenfin a, b € R
et Y une variable aléatoire Fs—mesurable alors d’apres la propriété martingale, on en déduit que

. ; (=) 4y
E[exp(ia(X; - X5)+ibY)|Fs]=e~ 2 e
en prenant I’espérance, on obtient
D(x,-x,v)(ab)= E[exp(ia(X; - Xs)+ibY)] = [E[ei“(X‘_X‘)][E[eibY].

On en déduit que pour toute variable aléatoire Y F;—mesurable, X; — X; est indépendante de Y donc
X; — X, est indépendante de F;. X vérifie les trois caractérisations d'un F; — P— mouvement brownien
standard, c’est donc un J; — P-mouvement brownien standard.

O

Proposition 2.32. Soit B = (B;) >0 un Fy - P—mouvement brownien standard. Alors
1. B? est une F; - P-sous-martingale,

2. B%—t estune F, - P-martingale.

Preuve :

1. Lafonction x + x? est convexe. On peut donc appliquer I'inégalité de Jensen :
E(B|Fs] > (E[B:|F])* = BS,

car B; est un F; — P-martingale.
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2. Ona

[E[(Br—Bs) |F]=E[(B; - Bs)*]=t—s
[E[( —2BsB;+B; )|.7-'5]—t s
<E[B?|Fs] - 2E[ BsB;|Fs ] +E[B|Fs] =t -
E[B?|Fs] - 2BsE[B/|Fs] + B2 =t -5
[B
[

)

8

<E[BFs] - Bzzt—s
E[(B?-1t)|Fs]=B%-s

g

O

Remarque 2.33. On dit que t est le processus croissant associé a la martingale By, il est tel que B? — t soit une
martingale.

Plus généralement : Soit M = (M;);>o une F; - P—martingale a trajectoires continues, il existe un processus
croissant unique, adapté, partant de 0, noté (M) = ({M),) o tel que M? — (M), soit une F, - P-martingale
(B):=1.

Exercice 2.34. Soit X; = B2, avec B = (B;) 1o le mouvement brownien standard. On définit la filtration naturelle
deB par Fy=0{By,0<u<t}.

1. Quelle est la loi de X, ? Donner son espérance, sa variance et sa covariance.

2. Est-ce un processus gaussien ?

3. Est-ce une F;—martingale?
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Chapitre 3

Intégrales de processus gaussiens a
trajectoires continues

3.1 Quelques résultats préliminaires

Proposition 3.1. Soit X = (X;) >0 un processus a trajectoires continues. Alors

y. (xR FOBRY)) —  (RBR))
' (w,1) > Xi(w)

est mesurable par rapport au couple (w, t) :

VAeB(R), Y '(A)ecFoB(R").

Preuve: On pose

X;’(w):XZLn(w) si te[z—n,—zn

On a alors

on

X(0)= ¥ X5 @17 (o),
k=0 2m

qui est mesurable par rapport au couple (w,t) comme produit de deux fonctions mesurables par rapport

a chaque variable. Donc (w, t) — X/'(w) définie sur Q x R* est mesurable pour F; ® B(R"). On a X}'(w) =

X, (w) =Y (w, t,) avec t, = [2"t]/2".Or t, —> ¢etcomme X est un processus a trajectoires continues, on
n—+oo

en déduit que X;,(w) — X;(w) pour tout (£,w) € R* x Q. Une limite simple de fonctions mesurables étant
n—+oo

mesurable, la méme propriété de mesurabilité reste vraie pour I'application (w, t) » X;(w) = Y(w, t) définie

sur Q xR*. Et donc Y est mesurable en (w, £).

Proposition 3.2. Soit X = (X;) >0 un processus gaussien a trajectoires continues. Alors :

Rt - R
[ ]

toe o u(n)=E(X))
et sont continues.
. (R*,R*) - R

(s, 1) ~  X(s,t)=Cov(Xs, X;)

23
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. . p-s. o . .
Preuve : Soit (1) nen une suite réelle telle que 1, — 1. Alors X;, — X, par continuité des trajectoires.
n—+oo n—+o0

Comme la convergence presque slire implique la convergence en loi et que pour une variable gaussienne,
d’apres 'exercice 4 du TD1, on en déduit que

E(X:,)=p(tn) = u(t)=E(X;) (convergence dansL')
n—+oo
Var(X;,) = Var(X;) (convergence dans %)

n—+o00o

(Plus généralement, pour des variables aléatoires gaussiennes, si la convergence a lieu presque stirement, elle
p
alieu pour touslesl”, p>1: Xz, D'—> X;))
n—+oo
Soient (s, ) nen €t (£,) nen deux suites réelles telles que s, S ett, —> t.Alors
n—+oo n—+oo
Z(Sn’ tn) = COV(XSVL’ th ) = IE(XSVL th ) - [E(Xsn )IE(th )

On sait déja que E( X, )E(X;,) — wu(s)u(t). lreste a montrer que E( X, X}, ) = E(XsX¢):
n— n—+oo

+o0o

[E(Xs, X1, ) = E(Xs Xo)| = [E((X, = X)Xz, ) + E((X, = Xp) X5)|
<E((Xs, = X5) X )+ [E(( X, = X2) X))

1/2 1/2 1/2 1/2
SO B )P (e - x0) (B )Y
- — — S e’ ~—
il o Var(Xe)+(u(1))? o0 =Var(X;)+(u(s))?
donc X est continue. O

3.2 Intégrales de processus gaussiens a trajectoires continues

Proposition 3.3. Soit f : R — R une fonction continue et X = (X;) s> Un processus gaussien a trajectoires conti-
nues. On pose

t
Z”:fo f(s)Xsds, r>0.

Alors Z = (Z;) >0 est un processus gaussien a trajectoires continues et dérivable et tel que

p()=E(z)= [ F(9E(x)ds

et

E(ZZ:) = fosug[Ogugsf(u)f(v)[E[XuX,,]dudv.

Preuve : o Pour tout w € Q, la fonction s € R™ — f(s) Xs(w) est une fonction continue, elle est donc continue sur
[0, t], pour tout ¢ > 0. L'intégrale fot f(s)Xs(w)ds est une intégrale de Riemann sur [0, t], pour tout w € Q :

t t
zi()= [ F©)Xs(@)ds=( [ £(5)Xeds) (@),
D’apres le théoreme de dérivation sous le signe intégral d’'une fonction continue :

dz;

—=f(t)X;.

2L f(0X
Soit

Z(@)= 1 3 151X @)
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une variable aléatoire gaussienne car X est un processus gaussien, donc toute combinaison linéaire finie de ses

composantes est une variable aléatoire gaussienne. On a Z,, — Z; p.s., donc Z; est une variable aléatoire gaus-
n—+oo

sienne (car la convergence p.s. implique la convergence en loi). Il nous faut encore montrer que Z = (Z;) >0 est
un processus gaussien : Vai,...ay, t, ..., tn,, Z?:l a;Z;; peut s’écrire comme la limite d'une variable aléatoire
gaussienne, c’est donc une gaussienne et on en déduit que (Z;)»¢ est bien un processus gaussien.

Calcul de E(Z;) et E(Z;Z;) : 2 méthodes

1. comme limites de E(Z;, ) etE(Z;, Z;,)
2. en utilisant le théoréeme de Fubini

Nous allons appliquer la 2éme méthode et appliquer le théoréme de Fubini.
o[(Z;)= [E[[Otf(s)Xsds] =/ ([Otf(s)Xs(w)ds)dIP(w) Pour pouvoir intervertir les deux intégrales, il faut
vérifier que 'intégrale double est absolument convergente :
([ 1£(9)Xs(@)dP(@))ds < oo car E(Xi]) =1/ 2 (Var(X,))'2 < +o0
0 o) N st) — T N .
On peut donc appliquer le théoréme de Fubini et on a donc bien
t
E(Z)= [ F(E(X)ds.
eOna:
s t
E(Z:Z:) =E[( /0 Flu)Xudu)( fo F(0)X,dv)]
[ [ [ @ f)XX,duds]
0<u<s JO<v<t

On peut facilement montrer que | f(u)||f(v)|| X, X, | est mesurable sur un pavé et donc

[ @Il dud]

existe bien. Il reste a vérifier qu’elle est finie. Or

E(|XuXo|) < VE(|Xul*)E(|Xy[?) < +o0.

Lintégrale est donc absolument convergente et par le théoreme de Fubini, on peut intervertir I'espérance et
les intégrales :

E(Z2,) = fosygtfogugsf(u)f(v)[E[XuX,,]dudv.

Calcul de la covariance :
Cov(Zs, Z;) = / / f(u)f(v)Cov(Xy, X,)dudv.
0<v<t JO<Lu<s

Exercice 3.4. Soit X = (X;) >0 Un processus gaussien d trajectoires continues. Soient f, g, h: R* — R des fonctions
continues. Soit

Yt:f(t)+g(t)/0[h(s)Xsds.

1. Montrer que Y = (Y;) >0 est un processus gaussien a trajectoires continues.
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2. Calculer u(t) =E(Y;) et Cov(Ys, Yy).
Exercice 3.5. Soit (By) >0 un mouvement brownien standard. Quelle est la loi jointe de ( By, fot Bsds) ?

Exercice 3.6. Soient (B;) ;>0 un mouvement brownien standard et Z; = B; — tBy pour 0 < t <1 (on appelle ce
processus le pont brownien).
1. Montrer que Z est un processus gaussien indépendant de B; .

2. CalculerE(Z;) et Cov(Zs, Z;).



Chapitre 4

Intégrale de Wiener

4.1 Quelques définitions et résultats préliminaires

Soient [ :R* - R et B = (B;) >0 le mouvement brownien standard. On va définir I'intégrale de Wiener par
t
u‘/o f(s)stu.

Remarque 4.1. Si B était a variation finie (ou bornée), ce serait une intégrale de Stieljes.

Définition 4.2. Soient g:[a,b]cR—R, et ={a=xg< x1 <---< X, = b} une partition de [ a, b]. La variation de
g sur[a, b] pour la subdivision o est

V(g.0)= ilg(xi) ~g(xi)

et on définit V, ,(g) =supV (g, o). On dit que g est a variation finie si V, ,(g) < +oo.
o

Définition 4.3. Soient f : R* — R une fonction continue et g : R* — R une fonction a variation finie. On définit
alors l'intégrale de Stieljes par

b n
[ F9dg(s)= tim S F(x){g(x) - g(xim)], avee paso= sup fxi-xil.
a as 0\ i=1

i=1,..,n
Mais B n’est pas a variation finie, ce n’est donc pas une intégrale de Stieljes.

Proposition 4.4. Soit B = (By) >0 le mouvement brownien standard. On a

2" 12 ;
o Loetp.s. R it
E |Bti_Bti—l| i t, ou tl':i.
n
i n—+oo 2

27
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Preuve : « On commence par montrer la convergence dans L2 :

n

2"

(318 - Bos P~ 1) | <[ (0080 - By~ (- 1)) ]

i=1 i=1

f[(:

[\S)

2"

|B; By, —[E[Z|Bfi_Bfifl|2])2]

i=1

M
i

( ZZ: Bli - BtH |2)

[\
=

> (E[IBs ~ By, ']~ (E[By, ~ B, '])°)

I
—

32 12 312
_Z 22n—22n) car E[(By, — By, 1)] S
_2t2
=S

On vient donc de prouver la convergence dans L2.
e Soit € > 0, on a d’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchebichev

(|Z|B B |2_t‘ ) Var(zl 1|Btz Btl 1|2) _ 2t2
L Plig 82 _2,182’

n n 2t2 n
car E[Y7_, |By, - By,_,[*] = t et Var(X%_, |By, - By, |*) = - Done ZnP(| Y3 1|By, — By, [>- t‘ > 8) converge et
d’apres le lemme de Borel-Cantelli, (3°,,P(A;) < +o0 = P(limsup 4,) = 0),

(11msup|Z|Btl B, |- ‘ ):0

n—+oo

(=P(N U

n>0mzn

Z?:l |By, — By, > - t‘ > e) =0 Ve>0).0n en déduit la convergence presque sire.

Remarque 4.5. Ilen découle que le mouvement brownien n'est p.s. pas a variations finies. En effet, siV (B, [0, t]) <
2n
+o00, alorssup Y |By, — By, | < +o0. Ceci implique que
o =1

2"
Z|Bti_Bti—1|2 Sup |Bf: Bt: 1|Z|Btz Bt: 1| —) 0 é
=1 =L, i=1

— 0 <400

Une fonction a variation quadratique non nulle ne peut pas étre a variation finie.

4.2 Intégrales des fonctions en escalier

Définition 4.6. Une fonction en escalier a support compact deR* dans R est telle que

f(f):Zfi]l[ti,l,t,-[(f)» avectp=0< 11 <---<Iy<+oo et f;constantesVi.
i=1
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Soit I'espace vectoriel E = { f :R" — R, f fonction en escalier a support compact}.
e E est un sous-espace vectoriel de .2(R") :

+oo
I AORT
+oo0 , N 2
B fo (Zfi]l[fi—l,ti[(t)) dzr
i=1
N +o0o
:Zfo f{g,, (0)de (intervalles disjoints)
i=1

fl-z(tl' - ti—l) < 400,

M=

1

~
L

e E est dense dans L2 (R").
Définition 4.7. Soit f € E, on définit

+o00 N
100= [ £(5)aBe= Y fi(By - By,).
i=1
Proposition 4.8. I(f) est une variable aléatoire gaussienne, centrée, de variance

= [ 1@ ls= 1

Preuve :

o I(f) = Zﬁ 1fi(Bt; =By, ,) =Y j@jBy; (combinaison linéaire d’'un processus gaussien) est une variable
aléatoire gaussienne.

e E[I(f)]=0(=X;a,E[B]))

e Enfin,ona
N
Var[I(f)] :Var( > fi(By, —Bti,l))
i=1

o

I
—

fFVar(B;, - By, )

=3 fA(ti-tim1)
izl

= l1£1I5-
]b: : [Lz(?(’]}})-'ﬂm) est donc une isométrie :E[(I(f))?] = || f|l5.

Propriété 4.10. I estlinéaire: f,ge E,A,peRI(Af+ug)=AI(f)+ul(g).
Propriété 4.11. Pourtoutg,...,8x<E,

(e )

est un vecteur gaussien centré de covariance

Propriété 4.9. Lapplication

Cov(I(g) 1(80) = [ ge()gi(s)ds = (g gl

Preuve : A faire en exercice.
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4.3 Intégrales de Wiener d’'une fonction de L.?(R")

Définition 4.12. Soit f € .2(R"), on définit

def [t

1N [ po)ase= tim [ pi(s)a,

; . 2
ot (fu) nen est une suite de fonctions de E telle que f, — f.
n—+oo

Proposition 4.13. I(f) est une variable aléatoire gaussienne, centrée, de variance Var(I1(f)) = ||f||5 et si f, g €
L2(RY)

Cov(I(F () =EUNI@]= [ F()g(s)ds=(frgh.

Preuve : Soit f € L?(R"), alors comme E est dense dans L?(R"), il existe une suite ( f;)nen de fonctions de E

2
(fn € E, VneN), telle que f, LJ: friellfu-fll2 oy 0. Soit n,meN,
n—+oo n—+o00

E[(I(fa) = 1(fm))* 1= ELI(fa = f)) )= f= finlls — 0,

,/N—>+00

la limite vers 0 vient du fait que ||f; — f||2 .0 donc (f,), est une suite de Cauchy dans L?(R") qui est
n— oo

complet. La suite (I(f;))nen est donc une suite de Cauchy dans 1.2(Q,F,P) qui est complet, donc la suite
(I(fn))nen converge vers I( f) gaussienne (comme limite de gaussienne), centrée car E[I(f,)] — E[I(f)],
n—+oo

enfin
Var(I(£)) = tim Var(I(£)) = tim_ |5l = 12
On a donc prolongé I(f) al?(R"):

L2(RY) - L2(Q,F,P)
fooe I(f)=Jy f(s)dBy

linéaire, isométrique, I(f) ~N(0,||f|j5) et E[I(f)I(g)]=(f, &)r2-

Plus généralement, si fel? (R")(« fot |£(s)[>ds < +00, V£ >0), on définit pour tout ¢ >0

t + 00
[ B [ ()10 (9)dB
Sionpose g(;)(s) = f(s)19,,($) el?(R"),ona:
+oo t
[ 18 (0)lds= [1f(lds <+oc,
on en déduit que pour un ¢ fixé,
/tf(s)st~N(O,ft|f(s)|2ds),
0 0
et pour tout s, £ >0,

Cov(/otf(u)dBu,/Osg(v)dB,,):fOSMf(u)g(u)du.

En particulier,

SAL t t
[ f(w)g(uw)du=0= f f(u)dB, et f g(v)dB, indépendantes (car gaussiennes).
0 0 0
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4.4 Approximation

Soit f:R* - R continue.
1 12 t it
Proposition4.14. " f(t;-1)(B;, - B;,_,) — f f(s)dBs, fi=—.
a n—+oo J n
Rappel : f continue = fot |£(s)[Pds < +00, V0.

Preuve : Posons

o([0.6.12) = sup 1£(9)- F(s")|=on
0<s,s'<t
|s—s'|<L

f continue sur [0, 7] = f uniformément continue sur [0, ] = w, — 0. On peut écrire
n—+oo

i;f(tifl)(Bti_Bti,l)_‘/O f(S)st=f0 (fnu(s)-f(s))dBs,

noo(i-1)t .
)= 3 (S oy () L2,
On en déduit

(3 B -8)- [ r@an) ] = [~ r)ras

isométrie

s

I
—

<

EDRORE

1

SN

xnx— —> 0
n n—>+oo

IN

w

4.5 Premiere formule d’intégration par parties (Itd)

Proposition 4.15. Soit t >0 fixé. Soit f de classe C' sur [0, t]. Alors

[ rsras= rpe- [ r(5)as

Preuve : jot f(s)dBs est bien une intégrale de Wiener car f est C! donc f e L7, (R"), [Ot f'(s)Bsds intégrale du
processus gaussien a trajectoire continue f”(s)Bs. Soit

fn(s):Zf(tifl)]l]ti_l,ti](s)’ ti:ﬁ.
i=1

n

Par isométrie de I'intégrale de Wiener et le résultat d’approximation, on a

[0t|fn(s)—f(s)|2ds:[E[(fotfn(s)st—/Otf(S)dBS)z] T O

n—+oo
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On peut écrire

S} ()48 = 3 1) (B - B )

=f(0)(By, —Bo) + f(11)(Be, = By ) + -+ f (n-1)(Br, — By, )
=By (f(0)-f(1))+ By, (f(t1) = f(#2)) ++++ Be, , (f(tn-2) = f(tn-1) + f(tn-1) B,

Quand n - +o0,

f(w) — f(t) car festde classe C'

n n—+oo

Btn :Bl‘y

et on peut écrire

()£ B =—( [ 7/(9)as) 8,

i—-1
On trouve donc

t n-1 t
[ £a(9)dBe= f(a-0)Bo =3 [ (£(5)By)ds.

Il reste a montrer que
n-l r~yg t
Z[ f'(s)Byds — [ f'(s)Bsds ps.
io1 Jtic n—+oo J(

Ona

n—-1

fotf'(s)Bsds—lgf[:f’(s)Btids=,l§[:1f’(s)(Bs—Btl.)ds+ftt F/(5)Bsds

t n-1 ti n-1 ti t
= [ rBds- Y [T P©Buds| <Y [P ©IBBylds+ [ 1F(5)Bds
i=1 i-1 i=1 i-1 n

In—1 t
< s (BBl [IFORs + [ I Bds
n—-1

se[ti_1,t;

i=1,..,n lpr
—/—’njoofo If (S)IdS<+<>O ""—+>°°0
— 0

n—+oo

par continuité de B. On conclut que

[ rsras= rpe- [ r(s)as

Corollaire 4.16. t+— [Ot f(s)dBs est a trajectoires continues.

Exemple 4.17. La formule d’It6 est souvent utilisée a l'envers :

t 1? tg? tof2 s
sBds:—B—f —dB:f 2 _5\ag,
/0 S 27 o 2 Jo (2 2) S

Exercice 4.18. Soit B = (B;) ;>0 un mouvement brownien standard. Soit

1 1
X:f tdB; et Y:f *dB,.
0 0

Déterminer la loi jointe de (X, Y).
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Exercice 4.19. Soient (B;:)r>o un mouvement brownien standard et Z; = B; — tB;, avec 0 < t < 1. On note
Fi=0(Bs,0<s<1).

1. Z=(Zt)oct<1 est-il Fy-adapté?

2. Montrer que B; et [01 Z,du sont des variables aléatoires gaussiennes indépendantes. Calculer la loi de
jol Z,du.

4.6 Propriétés des intégrales de Wiener

Soit B = (B;) >0 un F; - P-mouvement brownien standard. Soit f €L? _(R"). On définit

I(f):[O[f(S)st(: lim L2 if(ti_l)(Bti_Bti—l) ,0= t()<l’1<...<[n:t),
n—+oo, i1

quantités qui sont toutes F,;—mesurables
I(f) est donc adapté.

Proposition 4.20. Soit f €12, (R"), de classe C'. Soit M{ = [' f(5)dB.

Loc

1. (Mtf ) >0 est un processus gaussien a trajectoires continues tel que
f f f SNt 2
u(t)=E(M)=0 et =(s1)=Cov(M! M{)= f F2(u)du.
0

2. (M{r )20 est une F; — P—martingale.

2 t
a
3. VaceR, Zﬁ:exp(aM{—?f fz(s)ds) est une F; —P—martingale.
0

Preuve :

1. Soient0< ty <---< ty,a; et...,a, €R, alors Y1, aiM{; =lim} ajBtj est bien une variable aléatoire gaus-
sienne car B est un processus gaussien. La formule d’intégration par parties implique que les trajectoires
sont continues :

M/ =B,f(1)- fotBsf'(s)ds.

2. (@) M{ est F,—mesurable.

i) E[|M!|] kS VIE[MI DM = /1| f || par isométrie, donc M/ est bien intégrable.
(iii) Soient0<s<t, [E[M{—M{U—'s] = [E[[stf( u)dBy|Fs]. On peut approcher f par une suite de fonction

(fn) nen en escaliers dans L2 et on a

tim [ fawan,= [ fas,

n—+oo

dans L% donc dans L". On a donc

[E[’[E[fstfn(u)dBu fs]—[E[fstf(u)dBu

g

|-l [ - rnaz|= ]|
efe]| [ () - r(un)as,| 7]
el [ mewas,- [ ras,

IA

IN

] — 0.
n—>+oo
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(i)

(iii)
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Donc

el [ huwas,

Oronapours=1f<f<---<Iy=£,

]—'s] e [E[fstf(u)dBu

7

f IE[Bti _Bti—l]

=
I
e

Mz

N
ELI(fn)lFs] = Z i(By, =By, )| Fs] =Y. fiE[By, = By, | Fs] =
et il —
L Fs

I
—

On en déduit que E[M/ - M{|F,] = [f f(u)dBu|.7-"s]

Z8 =exp (aM{ - % /Ot If (s)|2ds) est F;—adapté (car image par une application continue d'un pro-

cessus F;—adapté).

[E[\exp(aM{ - %Zjof|f(s)|2ds)|] - [E[exp(aMf— 7/0 If (s |2ds)] =1, car M/ ~ N(0,||f]3) et
E[eM! 1= e ZII/IE

Ona
a a f a* b f a* s 2
VAEIA :exp(aM[ _?./0 |f (s)|ds)—exp(aMs - /(; |f ()] du)

- 26 [exp(atut] D)~ ["|p(uau) 1))
=/ f(u)dBy
On obtient donc
£l2¢ - 2017, = 20 (e (a [ rwas -~ [If(wau) 1]

—_—
L Fs

%)

et finalement,

£z - 281F5) = 28 (€] exp (a ftf(u)dBu—a;/;t|f(u)|2du)]—1):Zs"(l—l):o.
L Fs

car [Stf(u)dBu ~N(0,fs[|f(u)|2du).

O
4.7 Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck
Problématique: Existe-t-il un processus réel aléatoire (X; )¢ a trajectoires continues tel que :
t
X=X +0[ Xsds+0By, (4.1)
0

ol B = (B;) >0 est le mouvement brownien standard, Xy une variable aléatoire, 0 e R et g > 0?

eSio=

0, — i —HXt,qulapoursolutlonXt Xpe
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”dBt”

dXx
¢ S’'ilya du "bruit", d—tt =0X;+0

Comment donner un sens a (4.1)?
Supposons que 6 # 0 (sinon X; = Xo + 0 B;). On cherche X = (X;) >0 tel que

t
Xt_g[ XSdS:X()"’UBt.
0

On multiplie de part et d’autre par e 0t

t
e_gt[Xt—Hfo X5d3]=e_6t(X0+0'Bt)
dr _ t _
@a[e Htfo Xsds]:e et(X0+UBt)

or [* L g
<e” tf Xsds:f e "*(Xo+0Bs)ds
0 0

—0s _¢t

t e t
@e*mf Xsds:Xo[ ] +0/ e 95 B.ds
0 -0 lo 0

t X t
@e_mf Xsds:?()(l—e_et)+af e % Byds
0 0

¢ X t
c»f Xsds:?o(eet—l)ﬂff (=) B ds
0 0

On dérive la derniere égalité pour obtenir :
t
X; = Xoe’' + 00 f e?(=5)B ds+oB,.
0
La formule d’intégration par parties pour 'intégrale de Wiener donne :
Lo 0 -0
f e 9dB,=e7Y'B, + f 0e YSB.ds.
0 0
En remplacant dans I’équation précédente, on obtient :
t
X, = Xpe¥? +Ue9t[ / e 9%dB, —e_etBt] +0B;
0
t
=X =X +0 f (=9 4B, 4.2)
0

X, est un processus a trajectoires continues vérifiant (4.1).

Théoréme 4.21. Léguation X, = Xo+0 fot X;ds+ 0 B; admet pour unique solution X; = Xoe?! + Ufot (=) 4B,
oit X = (X;) >0 est un processus gaussien a trajectoires continues de moyenne si Xy = xq (variable déterministe)
2

20t

u(t) =E[X,] = x0e’" et de variance g—g (e*Y* =1). X est appelé processus d'Ornstein-Uhlenbeck.

Preuve : Si X' et X? sont deux solutions de I'équation (4.1), alors Z = X' — X? vérifie 'EDO

t
Z,=0 / Z.ds,
0

dont I'unique solution est zéro (cette équation s'écrit Z'(t) =0Z(t), Z(0) = 0). Ainsi X! = X? et 'équation (4.1)
a bien une unique solution qui est d’apres ce qui précede X; = Xoe?’ +o jot e?(=9)dB;.
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De plus,

t
X, = processus déterministe + oel? [ e 0s dBs  estun processus gaussien avec
0

———
intégrale de Wiener

t
u(t)=E(X;) = [E[Xoeet +oel! / e_gsst].
0
Supposons que Xj = xy déterministe,

t
(1) = xpe?" +0e9t[E[ / e_esst] = xpe?"!
0

—_—
=0

et
Var(X;) =E[(X; - u(t))?]

~ [ (e fote“’sst)Z]

t 2
= g2e?0! [E[( f e_esst) ] par isométrie canonique de 'intégrale de Wiener
0

= [, e205ds

1- —20t
:Uzezer( e ™)

20

2
=25 (@),

Exercice 4.22. Soit X = (X;) >0 un processus d'Ornstein-Uhlenbeck.

1. Calculer K(s,t) = Cov(Xs, X;) si Xg = Xg.

2. Supposons que Xy ~ N'(m,o3) indépendante de B = (B;) 1»o. Calculer u(t) =E[X,] et K (s, t) = Cov(X;, X;).
Exercice 4.23 (Le processus de Vasicek).

1. Déterminer la solution 'Y = (Y;) 0 de I'équation
t
Y=Y+ / a(Ys—b)ds+0oB;, a,beR,0>0.
0
2. Si Xo~N(m,03) etsi Xy est indépendante de B = (B;) o, calculer la fonction espérance u(t) = E[Y;] et
la fonction de covariance 2 (s, t) = Cov(Ys, Yz).
3. Montrer que pour s<t,ona

t
Y, =b+(Ys—b)e® ) 4q f e 4R,
N

4. Considérons la filtration (F;) 1o définie par Fr = FEv a{Y,}, ot FB est la filtration naturelle de B. Pour
tout0< s < t, déterminer E[ ;| Fy]



Chapitre 5

Intégrale stochastique d’Ito

Soient (Q,F,P) un espace probabilisé et B = (B;) o le mouvement brownien standard. On définit F;, =
0{By,0< u< t}lafiltration naturelle de B.
On veut donner un sens a
dXt " dBt "

On écrira (5.1) :
dX; = f(Xt)dt+ g(Xt)dBt

Cette équation n'a de sens que si on en donne un a

Xt:X0+/0tf(Xs)ds+/Otg(Xs)st.

5.1 Cas des processus étagés

Soit £ I'espace des processus étagés adaptés :
n-1
£ = {(D =(®¢)0: Dr = Z Uiﬂ]ti,tiﬂ](t)’ U; e B(Fy;) bornés Vi=0,...,n-1,|U;| < ket U; Fy, —mesurables}
i=0

Définition 5.1. Pour tout ® € £, on pose pour t > 0,

n-1

t
fo ®dBs= > Ui(By,,nt—Byar) V20,
i=0

Si0=t< << <ty<t<tms1<-- <y,

m—-1

t
fo ®dBs= > U;(By,,, —By) +Un(B; - By,).
i=0

Théoréme 5.2. Soit® €&, M = (M) >0 tel que
t
le: f q)SdBS'
0

1. M est une F;-martingale d’'espérance nulle :

[E([Otd)sst):O V>0,

37
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2. M?- [Ot ®2ds est une F;-martingale et en particulier

f ®,dB; f @2lds) r20.

Preuve :
1. Montrons que M est une F;—martingale d’espérance nulle.
(i) M est (F;)s»0-adapté < V1 >0, M, est F;-mesurable.
(i) V>0, M; estintégrable:

E[|M/]] = [|Z;)U(Bt,+1 By,)+ Un(B: - B,)||

m—
Z Ul (Bfi+1 _Bfi)|+[E[ |Um| |Bt—Btm|]
i=0 —— —_— ——
GB(F‘; UFy; eB(Fr) UFuy,

|U|<kv \/—(tm tl)+k\/7\/t tn
1

(iii) Soit0<s<r<+ootelsque0=1fp <1 < <6 <<y << 1 <E<Ejy <-- < By Montrons que
E[(M;- M;)|Fs]=0.0na

t j-1
M, = /0 ®,dB,, = Z Ui(Br., — Be,) + Uj(Be— By,

i-1
Ms—f ) dBu—ZUl(Btm B;)+U;(Bs—By,),

on en déduit que

j-1

M=M= Y Ui(By,, ~By)+U;(Bi—By,)+Ui(By,, - Bs).

k=i+1

En passant a I'espérance conditionnelle, on obtient
j-1
E[(Mi~M)\F]=E| Y Ur(Bry., ~ Bu)|Fs |+ ELU;(By = By, )| F ]+ E[Ui By, — By)| 7).

k=i+1

Concernant le premier terme, on a pour k€ {i+1,...,j—1},

[E[U,C(Btk+1 - Btk)|]-"s] =E[E[Uk(By,,, — By, )| F1 ]| Fs] (emboitement des tribus)

=E[UkE[By,,, — By, |Fi ]| Fs]  car Ui est F;, —mesurable et Fs c Fy,
=E[UE[By,, - By | Fs]=0 car By, —By [ [ Fy.

De méme,

E[U;(B;- By )|Fs]=0 conditionner par rapport a Fi;
[E[Ui(Bti+1 _BS)|-7:S] =

On en déduit donc que E[ (M; — M;)|Fs] =0 et donc M = (M;) >0 est une Fy—martingale et E(M;) =
E(Mo) =0.
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2. Montrons que Mf —foth%ds est une JF;-martingale. Soit0=1to < 1 <+ < ;<< Ly S-S S ES Fjyp <€
.-+ < ty. On peut écrire

E[(M, - My)?|Fs] = E[(M? —2M,;M; + M?)|F]

= E(M?|Fs) - 2ME( M, | Fy) + M?
———
=M;

(M?|F,]- M

E
E[M} - M;|F5].

On a donc

[E[M?_Mszu:s] :[E[(M[_MS)2|]:S]

j-1 ,
- [E[( kzﬂ Uk(By,, ~By) +Uj(Bi~By,) + Ui(By,, - Bs)) IJ-'S]
=i

Calculons 'un des termes croisés pour k€ {i+1,...,j—1}:

E[UxU;(By,, = By, ) (B: = By,)|Fs| =E[E(UxUj(Buy,,, = By ) (Br = B, )| Fi; ) Fs]
:[E[UkUj(Bthrl _Blk)[E[(BI_BIijlj] |f5] :0,

F t —mesurable =0
‘k<tj$]:lkC7:tj
il en est de méme pour tous les termes croisés.
Calculons les termes carrés :
j-1
E[(M} - M)|Fs]= Y. E[UF(By,, — By )*|Fs] + ELUF (B, - By, )| Fs] + E[UF (By,,, - Bs)?|Fs),
k=i+1

en conditionnant la premiére espérance par F;,, on a

E[E[U(By,,, - By, )*|Fu )| Fs]
E[URE[(By,,, - By, )*1|Fs]
E[UZ (tres1 — t)|Fs),

[E[UI%(Bka - Bfk)2|j:5]

de la méme maniere, on conditionne le deuxieme terme par F;; et le troisieme terme par ;. On obtient
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alors

j-1
E[(M; - M)|Fsl= 3. E[UIFs](tirr — tx) + ELUF|FS] (1~ 1) + E[UF[Fs] (211 = 9)
k=i+1

:[E[( ]Z_:l /;Zk“ U,%du-r/;[sz-dl,mftprl Ul-zdu)|fs]
j N

k=i+17"%

j-1 t t t
=E ( Z l Uiﬂ]tkvtk+1](u)du+/; U]gll]tj,t](u)du+fs Ul'zll]s,t[+l])|fs]

k=i+1

[ J t
=E Z‘/S Ul%]l][k:fk+1](u)du|‘7:s:|

Lk=i

[ rn—1
=F fs > U,%]l],k,tkﬂ](u)duu-}] car ;< s<tj<t
[ /s k=0

:[E[/Stcbidupfs]
:[E[(fot@idu—fosqnidu)m].

t N
[E[M?—f q)iduu-‘s]:M?—f % du
0 0

et M7 - fot @2 du est donc bien une F,~martingale d’espérance nulle, et on a

E[Mf—fotqnidu]:E[Mg—foocbidu]:0:>[E[(f0[q>ud3u)2]:[E[fotcbidu].

On a donc

Remarque 5.3. 1. On peut définir l'intégrale stochastique de ® jusqu'a l'infini :
+ 00 1/2
(@es I=E[( ;= @%du)] ") ~ 12(Q)
) > 1(®) = [, ©,dB,.

2. Onasup E(M?) < +oo car
t

+o00 n-1
[E(M?)S[E[/; O2du]= Y E(UZ) (1141~ 1) < +oo.
i=0

La "bonne" notion de mesurabilité pour les processus dont on définira l'intégrale stochastique sont les
processus "progressifs".

Définition 5.4. Un processus ® = (®;) > réel est dit "progressif” (ou progressivement mesurable) si¥ T >0

([o.T]xQ,B([0,T)) @ Fr)= - (RB(R))
(t,0) > O(w)

est mesurable (par rapport au couple (t,w)).

En particulier, les processus continus a gauche et les processus continus a droite sont progressifs. Etsi® € £,
alors @ est progressif.
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Définition 5.5. Soit

+oo
A% = {\P = (W) 10 processus réel, progressif tel que [E[ / |\Ps|2ds] < +oo}.
0

Proposition 5.6. & est dense dans \°.

Preuve : A? est un espace de Hilbert, pour montrer que & est dense dans A?, il suffit de montrer que si K € A?
est orthogonal 4 £, alors K = 0. Supposons donc que K € A? soit orthogonal 4 £. Soient 0 < s < ¢ et F une variable
aléatoire 7s— mesurable bornée. Avec H = F1y,,1€€, ona

t
[E[Ff Kudu]:(H,K)Az:O. (5.2)
N

En posant
t
X,:f K,du, t>0,
0

(5.2) se réécrit : E[ F(X; - Xs)] = 0 pour tout s < t et toute variable Fy—mesurable F bornée, i.e. X = (X;) > est
une martingale et X; € .} (Q) pour tout ¢ > 0. De plus, X est  variation finie. On peut donc appliquer le résultat
suivant : si M est une martingale continue a variation finie, alors pour tout t > 0, M; = My p.s. (ce résultat est
montré en TD). On obtient donc

r
f K,du=0, Vt>0p.s.
0

Comme 0= ' K,du= [ Ky1[g,1(u)du pour tout >0, on en déduit que K =0 dans A?. O

A? est un espace de Hilbert pour ||®]| = y / [E[ 0+°° |<Ds|2ds] et E”'H = A2, oi1 £ estla fermeture de £.

Théoréme 5.7 (Théoréme-définition). Pour tout W € A?, il existe une unique variable aléatoire de 1> notée
f0+°° WV dBs, appelée "intégrale stochastique de'V par rapport a B" telle que

[E[f0+°° wdB|=0 er E[( O+OO‘IJSst)2]:[E[fO+OO wids].

. o . A? .
Preuve : Soit ¥ € A2, il existe une suite " ¢ £ telle que ¥" — V¥, ie.
n—+oo

[E[f0+oo(‘1’?—‘l’s)2ds] — 0.

n—+oo

La suite (W) 50 est de Cauchy (car convergente) :

. +oo n m\2 _
lim [E[.[o (vi-v{) ds]—O

n,m—+o0o

Or par isométrie, on a

. +o00 n A2 B . + 00 " m 2 B . n myi2
lim | A (vr-wrm?ds]= lim E[( -y )dB;) ]—n’}g}rwﬂl(‘l’ )= 1(¥™)|%, =0,

n,m—+oo n,m—+oo

oll
+o00 +o00
1(9") = / Y'dB, et I(¥™)= f Y dB.
0 0
Donc la suite I(¥") est de Cauchy dans [ qui est un espace de Hilbert, donc I(¥") admet une limite :

+o00

2
I(\P")n%wl(\}'): [ wds..
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On vient de montrer I'existence d’une limite & /(\W"), montrons maintenant 'unicité.

. s . A? A?
Soit donc une deuxiéme suite g" € £ telle que g — Yet¥" — W¥.Alors
n—+oo n—+oo

18" = ¥"[a2 <[|g" = Pllpz +[[¥ =¥ |2 — 0.
n—+oo

o 2 12
Or||g" ~W"l e =E[(fo"™ (g2~ W¥)dBy) | = 11(g") - 1(¥")|j2. Donc 1(g") — I(¥). O

/\ On n'écrit pastais (/0+°° \psst)(w)-

Remarque 5.8. SiV est un processus étagé, l'intégrale est une intégrale de Wiener et on a donc

+oo
fo ¥,dBs =Y U;(By,, - By,).
i

Localisation: Soit T >0, A*[0, T] = {W¥ = (W) s¢[o,r] Progressif tel que [E[fOT W2ds] < +oo} etsoit ® e A%[0, T],
®,1[o,71(t) € A% on pose

T +o00
fo (DSdBS:fO ®, 1, 71(s)dBs.

On adonc
T 2 T T
- 2 -
[E[(fo ®,dB; ) ]—[E([O @lds) et [E(fo ®dB, ) =0,
Si®eA?  ={®= (D)o progressif tel que [E[fot ®2ds] < +00, ¥t >0}, alors

1. M= (My) 0, avec My = fot ®dB; est un processus,
2. M est une F;—martingale dans A?,

3. M?- fot ®2ds est une F,—martingale dans A?,

4. onnote (M), le processus croissant associé a M : (M); = jot ®3ds.

Exemple 5.9. Lintégrale for BsdB; a bien un sens car

2

t t t t
E f B%ds) = f E(B? ds:f sds=— < +o0,
( o ° )Fubini 0 ( S) 0 2 00

etonadoncBeA? . Le processus jot BydB; est une F;—martingale et

loc
t 1,
fo BydBs = (B} - 1).

A ]0+°° BsdBg na pas de sens puisque [E[f[;roo des] = +00.

5.2 Temps d’arrét. Martingales locales

Soit (F}) 0 une filtration.
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5.2.1 Temps d’arrét

Définition 5.10. Une variable aléatoire réelle T: Q —» R’ =R* U {+00} est un Fy—temps d'arrét siVt >0, {T <
t}eFy.

Exemple 5.11. Soit X = (X;) >0 un processus réel F;—adapté a trajectoires continues. Soit B un fermé deR, alors
Tg =inf{t>0: X; € B} est un temps d'arrét (convention inf@ = +co).
Propriété 5.12. Soit X = (X;) >0 un processus Fy—adapté et T un F;—temps d'arrét.

1. SiT <+o0 p.s., X7 est Fr—mesurable oit

Fr={AeF:Vt>20An{T <t}eF;}.

2. SiT et S sont deux temps d'arrét, alors T + S et T A S sont des temps d'arrét.

Exemple 5.13 (Exemple fondamental). Soit X = (X;) >0 un processus continu adapté partant de 0. Pour tout
n>1, on définit
Ry=inf{r>0:|X;|>n} (avecinf@=+o0).
C'est un temps d'arrét. C'est le temps d’entrée dans le fermé | — oco,—n] U [n,+oo[ par X, processus continu et
adapté.
a) R, — +oop.s.
n—+oo

En effet, | X;|> n+1=|X;|>n= R, <Ry1 et {R, < a} ={ sup |X;| > n}. Par continuité des trajectoires
te[0,a]
donc uniforme continuité sur les compacts, ona Z, = sup |X|<+oo p.s. Donc
te[0,a]

P(Ry<a)=P(Z,>2n) — 0.
n—+oo

P
On en déduit que R;, o, tooce qui entraine Ry, Tt ps
n—+o00o n—+oo
(il existe une ¢ :N — N une suite croissante telle que Ry, LA (i.e. il existe Ac F tel queP(A) =1 et
pour toutw € A, lim R,y (@) = +00), comme la suite (Ry), est croissante, pour toutm@(n) etw € A,
n—+oo
Ry (@) 2 Ry(p)(w). Soit K > 0, il existe ng € N tel que pour tout € A, Ry(,,)(w) > K et donc pour tout
.S
n>q@(ng) etwe A, Ry(w) > Ry(py) (@) > K, on en déduit que Ry, Loy
b) Pourtoutt>0,|Xar,| < net|Xg,|=n (ceserait faux pour un processus non continu,).

Proposition 5.14. Soit T un temps d'arrét et S une variable aléatoire Fr—mesurable telle que S > T. Alors S est
aussi un temps d'arrét. En particulier, si T est un temps d’'arrét

T2 k+1

Tn=). i Lkemners(renya-ny + (+00) L= oy,
k=0

est une suite de temps d'arrét qui décroit vers T.

Preuve : On peut écrire {S<t} ={S<t}n{T <t} eF; car {S<t} e Fr (S est Fr-mesurable).

La deuxiéme partie en découle facilement puisque 7, > T et on peut montrer que T}, est Fr—mesurable.
En effet, T, est Fr-mesurable si pour tout u >0, {T,, < u} € Fr. Pour cela, il faut voir que pour tout ¢ >0, on a
{Ty <u}n{T <t} € F;. Or on peut écrire

ny, [2"u]-1 k4 [2"u]-1 k k+ ny,
{Tngu}:{TnS[ZZn]}: kL:Jo {Tn: 2n1}: kL:Jo {T6]27’ znl]}:{TS[z ]}

[2"u]
2n

Onadonc{THSu}m{Tgt}:{Tgt/\ }e]—"m[znu]c]-}, O

on
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Proposition 5.15. Soit X = (X;) >0 un processus progressifet T un temps d'arrét. Alors X1 {T<+o0} €StFr—mesurable.

Preuve : On commence par montrer que Y : Q — R est Fy—mesurable si et seulement si pour tout >0, Yl r<;
est Fy—mesurable. En effet, si Y17, est Fy—mesurable, alors VA< B(R), ona

{(YeA}n{T <t} ={Ylirey e Apn{T<t}eFy,
donc {Y € A} € Fr. Inversement, si Y est Fr—mesurable, alors {Y1 7., € A} = ({Y e A}n{T <t})u({0e
Ayn{T>t})eF;.
On vérifie la 7 —mesurabilité de Y = X717, ) en montrant que pour tout ¢ >0,
Yﬂ{Tst} = XT]I{Tgt} = XTAtﬂ{Tgt}

est F;—mesurable. En effet, X7, estla composition de deux applications mesurables :

{(er:t) = ([0, 1] xQ,B([0,1]) & F1) {([O,f]XQrB([O,t])@)fr) - (R,B(R))
w > (T(w)At,w) (s,w) ~ Xs(w)

car T est un temps d’arrét et X est progressif. On conclut que X7, donc aussi Xra¢1 (7<) est F;-mesurable.
O

Remarque 5.16. Il est nécessaire de considérer X1 7. o) plutot que Xt tant que Xo n'est pas défini. Par
contre, si Xoo est défini et est Fo—mesurable alors Xt est Fr—mesurable. En effet, comme Xt = XT]]-{T:+00} +
X11{1¢4s00) avec Xrlr<soo Fr—mesurable d'apres la proposition précédente, il reste a voir que Xr1r_, o est
aussi Fr—mesurable, i.e. pour tout A€ B(R) :

{X11{1os00) €A} = ({Xoo € A} {T=+00})U({0€ A} N{T <+o0}) € Fr.

Pour cela, on a { X7l -,y € A}N{T <1} ={0€ A} n{T < t} € F; quand t < +oo, tandis que pour t = +oo,
{X11{7oyooy } N {T<H00} = ({Xeo € A} {T=+00})U({0€ A} U{T <+00}) € F.

5.2.2 Théoreme d’arrét

Définition 5.17. Une famille de variables aléatoires (X;)»o dans .1 (Q,F,P) est dite uniformément intégrable
st
Jim (sup EIX1[11x,-0)1) =O.

La propriété d’uniforme intégrabilité implique d’étre borné dans L!((Q, F,P). La réciproque est fausse.

Proposition 5.18. Soit (X;) >0 une famille de variables aléatoires dans (Q, F,P).
1. Si(X¢)»0 est bornée dans LP (Q, F,P) pour un certain p > 1, alors elle est uniformément intégrable.

2. S'il existe une variable aléatoire positive Z telle que |X;| < Z p.s. pour tout t > 0 et E[Z] < +oo, alors le
processus (X;) s>0 est uniformément intégrable.

Preuve :

1. Pourtouta>1,ona
Vx>a, x<xP,

eton pose ¢(a) = sup(i). Onalimg_, ;e ¢(a)=0.0n en déduit pour tout ¢ >0,
x>a ™ XP

ELXe L x5y ] < (@B Xt L x, 15 a1 ] < 0 (@)E[| X 7]
Comme (X;) >0 est bornée dans LP(Q, F,P) par sup,,E[|X/|”], 'inégalité

E[|Xe|1 x50} ] < (@) StliOP[E[|Xr|p]»

permet de conclure que le processus (X;)>o est uniformément intégrable.
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2. Pour tout £ >0, comme |Xt| <Zps,ona

E[1 XL g1x, 501 ] SE[ 2|14 21503 ]-

Le théoreme de convergence dominée permet alors de conclure que le processus (X; )¢ est uniformeé-
ment intégrable.

Quelques rappels sur les processus discrets

Théoréme 5.19 (Théoreme d’arrét de Doob). Soit X = (X, ) nen Une martingale (surmartingale respectivement)
par rapport a une filtration (Fp,) nen- Si S et T sont deux temps d'arrét bornés a valeurs dans NU {+o0} tels que
S<T p.s., alors

E[X7|Fs]=Xs p.s.

E[X7|Fs] < Xs p.s. respectivement).

Preuve : admis
Théoréme 5.20. Soit ( X,,) nen une martingale par rapport a la filtration (Fp,) nen. Alors les trois assertions sui-
vantes sont équivalentes :
(i) lafamille (Xy,) nen est uniformémement intégrable,
(i) X, converge p.s. et dans L'(Q, F,P) lorsque n — +oo vers une variable aléatoire Xo,,
(iii) la martingale (X,,) nen est fermée.

Lorsque l'une de ces assertions est vérifiée, on a pour tout n €N, X,, = E[ Xeo | Fp ] p-s.

Retour aux processus continus

Définition 5.21 (Martingale fermée). Une surmartingale (X;)>o est dite fermée par une variable aléatoire X, €
L' si pour tout t >0, on a X; > E[ Xeo|F¢] p.5..

Une martingale (X;) >0 est dite fermée (comme martingale) par une variable aléatoire Xo, € L' si pour tout
t20, 0onaX; =E[Xoo|Ft] p.s..

Remarque 5.22. Une martingale peut étre fermée en tant que surmartingale mais pas en tant que martingale :
considérer par exemple une martingale positive (non nulle), elle est fermée par 0 en tant que surmartingale (X; >
E[0|F;]), pourtant elle west pas nulle.

Proposition 5.23. Soit X = (X;) >0 une martingale continue a droite. Alors, il y a équivalence entre les assertions
suivantes :

1. Xestfermée (par X);
2. la famille (X;)>o est uniformément intégrable;

Preuve : admis

Théoréeme 5.24 (Théoréme d’arrét de Doob). Soit X une martingale continue a droite fermée par Xo, variable
aléatoire F oo —mesurable. Alors, si S et T sont deux temps d'arrétavecS< T, ona

Xs= [E[XT|.7:5:| p.s.,
avec la convention Xt = Xoo sur{T = +oo}. En particulier, X = E[ Xoo|Fs] p.s..

Preuve : Soit T I'ensemble de tous les temps d’arrét qui prennent leurs valeurs dans un sous-ensemble fini de
Ru{+oo}.
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e On commence par montrer que pour tout 7 € T, E[X;] = E[Xo]. Supposons que T soit a valeurs dans
{0=1; <---< t;}, alors on peut écrire

Xe= Y, Loy Xy,

1<i<d
= > (Mprsry ~Lgrsr )Xo + Uiy Xoy
1<i<d
= z ]l{rzti}Xti_ Z ]I{TZI[}Xti—l
1<i<d 1<i<d
=Xo+ Y Lgrory (Xy— Xy ,)

1<i<d

Orona{r>t;}={r<t;_;1}°€F;_, et X est une martingale, on obtient donc le résultat voulu :
E[X:] =E[Xo]. (5.3)

e (5.3) permet de montrer le résultat dans le cas particulier ou S et T sont dans T. Soit A € Fg. Posons S|a=
SLa+(+00)Lpc et Tjy = TL+ (+00)1 ac. Ce sont deux temps d’arrét : soit s > 0, SLges = (SA s)Lses est
JFs—mesurable comme produit de deux fonctions mesurables, car S est un temps d’arrét. Donc d’apres
la preuve de la proposition 5.15, S est s—mesurable et donc {S|A <s}={S<s}nAeF; Onapplique5.3
aSpetTiy:

[E[Xs]lA] + [E[Xoo]lAC] = [E[X()] = [E[XT]IA] + [E[Xoo]]_AC],

on en déduit que X = E[ X7|Fs] p.s. par définition de I’espérance conditionnelle car Xg est Fs—mesurable.

o Le cas général repose sur la continuité a droite de X. On introduit les deux suites :

n2"=1

Sn: Z 7211 ]l{kz—"<sg(k+1)2‘"}+(+°°)]1{Szn}
k=0
n2" 1 gy

Tw= ), Ligoner<(ren)z-ny + (+00) Lips )

n
=0 2

D’apres la Proposition (5.14), (S, ) nen €t (Th) nen sont deux suites de temps d’arrét qui décroissent vers
S et T respectivement et pour tout neN, S, < T,. S;, et Tj, appartiennenta T, on a donc

Xsn = [E[XTn |fsn]'

Soit Ae Fs, on a Fsc Fs, donc A€ Fg,, on peut donc écrire d’apres la définition de I'espérance condi-
tionnelle
E[14Xs,]|=E[1aXT,].
Par continuité a droite des trajectoires, onap.s., Xs = lim Xs, et Xr = lim Xr,, et ceslimites ont aussi
n—+oo

n—+oo
lieu dans L' (Q, F,P) d’aprés le Théoréme (5.20) pour les martingales a temps discrets. On en déduit que
Xs et X1 sont dans L! (Q,F,P), et en passant a la limite, on obtient donc

E[1aXs]=E[1aX7],
d’ou1 par définition de I'espérance conditionnelle, comme Xg est Fg mesurable, Xs = E[ X7|Fs]. O

Corollaire 5.25. Si X est une (F;)r>o—martingale continue a droite et si S et T sont deux temps d'arrét tels que
S< T <K, K étant une constante finie (S et T sont bornés), alors X est intégrable et E[ X7|Fs] = Xs p.s.

Ftant donné un temps d’arrét T, on définit le processus arrété xT= (XtT) >0 par XtT = X;aT, C'estle proces-
sus qui vaut (X;) tant que ¢ < T puis qu’on arréte a sa valeur en T, X7, pour les dates ultérieures a T.
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Corollaire 5.26. Soit X une martingale continue a droite uniformément intégrable et soit T un temps d’'arrét.
Alors le processus (XI') 1o est aussi une martingale uniformément intégrable, et

Ve>0, X! =E[X7|F] ps. (5.4)

avec la convention Xt = Xoo sur{T =+oco}.

Preuve : 1l suffit d’établir (5.4) : on aura alors une martingale fermée donc uniformément intégrable. Rappelons
que X7 € L' d’aprés le théoreme d’arrét. D’apres ce théoréme avec S= t A T < T, on a aussi

X! = Xs = E[X7|Fs] =E[ X7|Fiar] P.S.

Il reste a voir que E[ X7|Far] = E[ X7|F¢] p.s. Puisque X717« 0 est Fr—mesurable (cf. Proposition 5.15), on
sait que Xr17<; est F;—mesurable et aussi Fr-mesurable, donc F;,r—mesurable. Il en découle que

E[XrLrenlFiar]=Xrliresy =E[ XLl i<y [Fe] ps..
Pour compléter la preuve, il reste a voir que
E[X7L {75y |Fenr] =E[ XL {150y |Fe] Pos.

Orsi Ae F;,ona

e An{T>t}eFrcar{T>t}={T<t}ecFy;

epuis An{T >t} eFrcar An{T>t}n{T<st=geFssis<tet An{T>t}n{T <s}eFgsit<scar
{T>t}={T<t}eFrcFset{T<s}eF,

Finalement, An{T > t} € Fr nF; = Fyar et donc pour tout A € Fy :

E[1alirsyy Xr] =E[E[Lal{7s iy XTI FiaT]] = E[Lal 75 E[ XT|FiaT]] PS-

Par ailleurs,
E[Lalipssy Xr] =E[E[Lal sy X7|Fe]] = E[LAE[L {750y X7|F¢]] Pos.
On a donc
E[LAE[L sy X7|Fe]] = E[Lal 75 y E[X7[Fiar]] P

avec E[ X717, | F;] qui est F,~mesurable. Mais rappelons que Y = E[ Z|G] ssi Y est G-mesurable et E[1 4 Z] =
E[14Y] pour tout A€ G. Finalement,

IE[XT]lT>t|]:t/\T] :[E[]I{T>t}XT|}—t] ps.
O

Proposition 5.27. Soit X un processus cad et adapté. X est une martingale si et seulement si pour tout temps
d'arrét borné T, la variable Xt est intégrable et E[ X1 ] =E[ Xp].

Preuve: e = vient du théoréme d’arrét de Doob.

e <=Soient0< s<tet Ae F;. Posons T = t1 4c + s1 4. C'est un temps d’arrét borné. On a donc
E[Xo] = E[X7] = E[ X, T ac ] + E[X;1 4]

De méme pour tout ¢ >0, ¢ est un temps d’arrét borné. On a donc également,
E[Xo] =E[X:] =E[ X L A] +E[ X1 pc].

On en déduit que E[ X;1 4] = E[ X1 4], autrement dit E[ X;|F;] = X;. O
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Proposition 5.28. Soient X une martingale cad et T un temps d’arrét, alors le processus arrété X' = (X[I') 59 est
une martingale. Si de plus X est uniformément intégrable, alors X' l'est aussi.

Preuve : Le processus arrété X | est nécessairement continu a droite. D’apreés la proposition précédente, il suffit
de vérifier que E[XJ] = E[X{ ] pour tout temps d’arrét borné S. Or X{ = Xr,s, ot T A S est un temps d’arrét
borné. Encore d’apres la proposition précédente, on a E[ X! | = E[ Xras] = E[ Xo] = E[X{ ]. Donc d’apres la pro-
position précédente X' est une martingale.

Conclusion. Si X est une martingale et T un temps d’arrét, X définit bien une martingale appelée martin-
gale arrétée. Elle est uniformément intégrable si X I'est ou si T est un temps d’arrét borné.

5.2.3 Martingale locale

Définition 5.29. Soit M = (M) >0 un processus réel adapté a trajectoires continues. On dit que c’est une F;— martingale
locale (continue), s'il existe une suite croissante de temps d'arrét ( Ty ) p>0 tendantvers+oo p.s. telle que (M¢n T, )20
soit une F;—martingale :

1. (MIATP)QO est Fy—adapté,

2. E[|[Miat,|] <+00,¥120,VpeN,

3. E[Mia1,|Fs] = Msat,, VO<s<t,VpeN.
On dit que la suite (Ty ) pen réduit M.

A\On n’a pas forcément E[| M,|] < +00, les martingales locales ne sont pas forcément intégrables.

Exemple 5.30. Une martingale a trajectoires continues est une martingale locale et la suite T, = n réduit M. En
effet, cela vient du corollaire 5.26 et de ses conséquences avec les temps d'arrét T, = n / +oo, plus simplement, il
est immédiat que pour s< t:

Mspn = [E[Mt/\nu:s]‘

Proposition 5.31. Si M est une martingale locale continue, pour tout temps d'arrét T, M” est une martingale
locale.

Preuve : Si T), réduit M, alors M'» est une martingale et (M”)" = MT"Tr = (M™r)T I'est aussi d’aprés le
corollaire 5.26.

Proposition 5.32. Si (T),)ns0 réduit M et si (Sp) nso est une suite de temps d'arrét telle que S,, / +oo, alors la
suite (T A Sy)no réduit aussi M.

Preuve: Ona (T, AS,) # +oo et MT"Sn = (MTn)S est une martingale. Donc M est une martingale locale et
(Sn A Tn)nzo réduit M.

Proposition 5.33. Soit R, = inf{t > 0 : |M;| > n} avec M une martingale locale continue partant de 0. Alors
Mg, est une martingale uniformément bornée.

Preuve: 1l existe une suite ( Tp) p>0 de temps d’arrét tendant vers +oo telle que (M¢n T, ) t>0 Soit une Fy—martingale.
D’apres les résultats précédents, M1, g, estune F;—martingale uniformément bornée par n. On a donc pour
tout Ae F5,0<s< ¢, [E[MmTp,\Rn]lA] = [E[Ms/\Tp/\Rn]lA] (définition d’'une martingale). Comme T, — +oo,

p—>+oo
M e M .S.
t/\Tp/\Rn tARy, p

Ms/\T,,/\Rn pjoo Msnr, DP-S.,
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et [Ma T,AR,| < 11, on peut appliquer le théoreme de convergence dominé (Lebesgue) :

E[MinT,aR, 1 4] =E[MspT,AR, 1 4] T E[Miar,1a] =E[Mspp,14].

p—+

Donc Msag, = E[Miag, | Fs] et (Miag, ) =0 st une martingale uniformément bornée par n. O

Théoréme 5.34 (Crochet d’'une martingale locale). Soit M = (M;) >0 une martingale locale continue. Il existe
un processus croissant, noté ({M, M) ;) >0 unique tel que

M? - (M, M), (5.5)

soit une martingale locale continue. De plus, pour tout t >0, si0 =ty < tj' <---<t;! =t est une suite de subdivi-
sions emboitées de [0, t] de pas tendant vers 0, on a

I'n
;(Mti" M )™ —— (M, M),

Le processus (M, M) est appelé la variation quadratique ou crochet de M. On le note aussi (M).

Preuve :
1. L'unicité résulte du résultat suivant :

Théoreme 5.35. Soit M une martingale locale continue issue de 0. Alors si M est un processus a variation
finie, M est indistinguable de 0.

Preuve : Supposons que M est un processus a variation finie et posons pour tout n €N :
t
T,=inf{£>0: / |dM;| > n}.
0

Les temps 7, sont des temps d’arrét ( car fot |dM| =lim,s 400 257 |Mtl(1 M | doncle processus jot |d M|
est continu et adapté). Fixons n > 1 et posons N = M'", Alors N est une martingale locale telle que

o 7 |dNy| < n, en particulier, |N;| = |j0t”" dM;| < fOMT" |dM;| < n. On en déduit que N est une martingale
bornée. Ensuite, soit £ >0 et soit 0= fy < f <--- < t,, = t une subdivision de [0, ¢]. Alors, on a:

p p
E[N;]= Z;[E[Nfi -Ng_ 1= ;[E[(Nri ~Ni,)’]

p
< E[( sup | Ny, _Nti-1|) Z IN;, —Nti_1|] < n[E|:( sup |[N;, =Ny, , |):|
i=1

1<i<p 1<i<p
. e 2 o2 A N . Lk k k _ ..
On applique I'inégalité précédente a une suite 0 = £y < f; <--- < f,, =t de subdivisions de [0, ¢] de pas

tendant vers 0. En utilisant la continuité des trajectoires, et le fait que N est bornée par n, on a par conver-
gence dominée :

lim [E[ sup [N,k — N, |]=0
i i-1

k—+o00 1<i<pp ¢

On conclut alors que E[N?] = 0 c’est-a-dire E[M?,, ] = 0. En faisant ensuite tendre n vers +oo, comme
T, — +00, on obtient par le lemme de Fatou :

E[M}]=E[ lim M}, |=E[liminf M}, | <liminf E[MZ,, ]=0.

n—+oo n—+oo n—+oo
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Finalement pour tout ¢ > 0, M; = 0 p.s. La martingale locale M admet donc 0 comme modification :
Vt>0, IP(M +=0) = 1. Pour conclure comme 0 et M sont a trajectoires continues, le processus M est en
fait indistinguable de 0 : P(M; =0,V¢>0) =1. O
Retour a l'unicité du crochet. Si A et A’ sont deux processus croissants satisfaisant la condition (5.5),
le processus A; — A} = (M? - A}) - (M? - A;) doit étre a la fois une martingale locale (car différence de
martingales locales) et un processus a variation finie (car différence de tels processus), ce qui exige sa
nullité p.s.
2. Pour l'existence,
(a) On considere d’abord le cas olt My =0 et M est bornée. M est alors une vraie martingale (cf. exercice
TD).Onsefixe t>0et0=fy < ff <---< ' = t une suite de subdivisions emboitées de [0, t] de pas
tendant vers 0. Pour chaque n > 1, on considere le processus X (n) défini par

'n
n
Xs = Z Mtl.{l (Mti”/\s - Mti"il/\s)-
i=1
Lemme 5.36. Le processus X" est une martingale a trajectoires continues.

Preuve : Le processus X est adapté et a trajectoires continues car la martingale M !'est, il est inté-
grable car M est bornée. Pour la propriété de martingale, pour s<r, on a

I'n
[E[Xrn|~7:8] = Z[E[Mti"_l (Mtl.”Ar _Mtlfl_l/\r)‘}-s]

i=1

= Z [Mtlf’_l(Mtl."/\r—Mtl."_lAr)|~7:S]
it <r

= z [E[MI;LI(MQ.”M—Mtl.’[l/\r)‘ISJ + Z [E[Mtl.’il(Mti”/\r_Mtl.’il/\r)|‘7-5]
is<tlt  <r it <s<r

= Z [E[Mtl{l[E[Mtl."/\r_Mtl."fl/\r|‘7:ti"71]|-7:s]+ Z [E[Mtlfil(Mti"/\r_Mtlf'fl/\r)|‘7:s]
is<tlt  <r it <s<r

=0

= Z Mt{‘_l(Mti”/\s_Mti"_l/\s) :X?-

iith <s

i-1=

O
On a ensuite :

Lemme 5.37. Les variables aléatoires X]', n > 1, vérifient une propriété de Cauchy dans L2(Q, F,P) :

Preuve : En utilisant la relation martingale pour m < n, on a

n 'm 2
[E[(th_X;n) [(Z Mt” (Mt” Mti”_l)_ZMt]'.'_l(Mt]'.’_Mt]'.‘_l)) ]
- i=1
2-
(M;n - thl)(Mﬂz - M;n 1) (partitions emboitées)
iz ltmE]tl . l] i— = ) Jj—
9-
I'n
= 1[E ]Z ](Mffil _Mtj”il)(Mt}‘ _Mt]'»’,l) (relation martingale)
i= t'”E it

(la relation martingale annule les termes croisés du carré de la somme)
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0 M;

Tl ]

(la relatlon martingale annule a nouveau les termes croisés du carré de la somme)

> [(Mt_n =My ) (M =My )2] (relation martingale)
i— - j -
t

u"M;

2 2
E]tz " [(Mt{‘,l _Mtj"il) [E[((Mt]n _Mt]’»’,l) |'7:tj”i1]] (Mgn et Mt}’il sont ]-"t]qril—mesurables)
i-1"70

Z > [(M,n - M, )2( tm—Mfml)] (relation martingale)
i=1 E]tz 1’ ] a

Zn: Z HJE[SUP{(MW _th )2 }(M Mf],_n_l ]

Lefelel | LJ

I'n
[UP{(MI" —th }Z(M%’"_M?j”il ]
=1

L

<e|suplo1y, g P10t | o

i,j n,m—+oo
ol la derniere convergence vient par convergence dominée en utilisant que M est bornée et

lim sup (M _Mf}’il) =0

HM=+00 1 <i<ry, 1< j<rm
par continuité des trajectoires de M. On a donc

lim E[(X' - x")*]=0.

n,m—+

O

Lemme 5.38 (Inégalité de Doob). Soit M = (M;)»o une martingale continue. Alors pour p > 1 et
T>0,

E[ sup [M]] < (%)p[EHMTV’].

0<t<T

Preuve : Admis.

Retour a la preuve du théoréme.
Linégalité de Doob donne alors avec p =2 donne

lim [E[sup( .40 ] (5.6)

n,m—+oo s<t
On peut alors extraire une sous-suite (72 ) k> telle que

/2. 4
[E[sup(Xs"k—XS"k“)z] <
s<t 2

Avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a alors
+o0 +00 1/2  +oo
E| > sup|X* —Xsnk“]] < [E[sup(XS"" —XS""“)Z] < Z — < +o0.
k=1 S<t k=1 s<t

On en déduit que presque slirement,

+o0o
> sup|Xg* - X1 < +o0.
k=1 St
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Presque sirement, la suite ( X'*) se[0,¢] converge donc uniformément sur [0, t] vers une limite qu’on
note (Y;) se[0,¢]- Sur I'ensemble négligeable ot il n'y a pas la convergence, on impose Y = 0. Le
processus limite ( Y;) se[0,r] @ alors des trajectoires continues.

Comme d’apres (5.6), (X') se[0,1] €st une suite de Cauchy dans L2, on a aussi convergence X! - Y;
dans 12 quand n — +oo. En passant a la limite L2 dans I'égalité martingale pour X" aux temps s et
r’

X! =E[X'|Fs], s<r,

on obtient que Y est une martingale sur [0, 7] :
Ys =E[Y;|Fs], s<r

Finalement, X" converge p.s. uniformément sur [0, £] vers un Y = (¥;)o<s<; qui est a trajectoires
continues. Le processus Y est donc une martingale continue.

Puis par un calcul simple, pour tout n>1et je{1,..,r,},ona

i
M§7 —2Xpn = Y (Myn =My ). (5.7)
i=1

Donc le processus M? —2X" est croissant le long de la subdivision {¢: 0 < i <, }. En passant a la
limite avec la sous-suite ny — +oo trouvée précédemment (pour laquelle il y a convergence presque
stire), par continuité, la fonction s € [0, t] = M2 - 2Y; est p.s. croissante sur [0, £].

On pose alors, pour s € [0, £], (M, M) = M? - 2Y; (avec, par convention, (M, M) = 0 sur 'ensemble
de probabilité nulle ot la fonction ¢~ M? —2Y, n'est pas croissante). Ainsi,{ M, M) est un processus
croissant et M2 — (M, M) = 2y s est une martingale, sur I'intervalle de temps [0, t].

Rappelons que ¢ est fixé depuis le début de la preuve. Pour étendre la définition de (M, M) a tout
s€R*, on applique ce qui précéde avec t = k pour tout entier k > 1, en remarquant que, par unicité,
le processus obtenu avec ¢ = k doit étre la restriction a [0, k] de celui obtenu avec ¢ = k+1. On a ainsi
construit un processus (M, M) +, £ >0, croissant vérifiant (5.5).

La partie unicité montre aussi que le processus (M, M); ne dépend pas de la suite de subdivisions
choisies pour le construire. On déduit alors de (5.7) (avec j = r;;) que pour tout ¢ > 0, pour n'importe
quelle suite de subdivisions emboitées de [0, ¢] de pas tendant vers 0, on a

I'n
i ~Mgn )2 = 2
lim ]Z_:I(Mt]" M;j_]) (M,M)[ dans L~.

n—+oo ‘=

Cela achéve la preuve du théoréme dans le cas borné;

¢ On considére maintenant une martingale locale générale qu’on écrit sous la forme M; = My +
N;. On a donc M? = Mj +2MyN; + N? et en remarquant que My N, est une martingale locale
(car N en est une et My est Fp—mesurable), on ne perd pas en généralité en supposant que
Mj =0. On pose alors

T, =inf{t>0:|M;| > n},

et on applique le résultat vu dans le cas borné aux martingales bornées M 7. Notons A" =
(MTn, M) e processus associé a M ", D’apres l'unicité, les processus A;‘I}n et A} sont in-
distinguables. On en déduit qu'’il existe un processus croissant A tel que pour tout 7, A7, €t

A" sont indistinguables. Par contruction du cas borné, M?, 1, ~ AT, = (M? - A;)Tn est une

martingale, i.e. M? — A, est une martingale locale. On prend alors (M, M), = A et cela termine
la preuve pour la partie existence.



5.3. EXTENSION/GENERALISATION DE L'INTEGRALE STOCHASTIQUE 53

e Enfin, la deuxieme partie du théoréme reste vraie dans le cas d'une martingale locale : en effet,
si on remplace M et (M, M), par M et (M, M™m), = (M, M)!™, alors le cas borné assure

'n

(M, M), = lim S (M} -Mlr)?  en probabilité.
n— ool.:1 i i—1

On conclut en observant que pour tout ¢ >0, on aP( Ty, > t) — 1, quand m — +oo.

5.3 Extension/généralisation de I'intégrale stochastique

Nous allons définir des intégrales stochastiques avec des intégrands plus généraux que ceux considérés
précédemment.

Notation : Soient AY = {® = (®;) ¢ progressif tel que fot ®2ds < +oop.s.Vt>0}.

On va maintenant définir I'intégrale stochastique pour ® € A?o .- Pour cela, on va introduire des temps d’ar-
rét.

Lemme 5.39. Soit® ¢ A?OC. PourneN, on définitt, par
L2
Tn:inf{tZO:fo ®ds>n}.

Alors T, est un temps d'arrét.

A 2 . t 2
Preuve : 1, est un F;—temps d’arrét car c’est le temps d’entrée du processus continu fo (D?ds dans le fermé
[n,+0o[. Plus rigoureusement,

{Tnst}z{sup "o du>n}= Vk>03s<t/ <1>2du>n—f} N u {fosq)idu>n—%}e]-}.

s<t k>1se[0,¢]nQ

Lemme 5.40. Soit T un temps d'arrét. Le processus { 1o ](); £ > 0} est progressivement mesurable.

Preuve : Soit T >0, il faut montrer que I'application
v:0x[0,T] —R
(w’ r) '_)]l[O,T(w)](t)
est F7 ® B([0, T])—-mesurable. ¥ est la composée des deux applications suivantes :
((@[on) 7o) ~(01]x[01)E(0 ) o5(0.T))
(w,1) ~ (t,T(w)AT)
et
( (011x[0.1) B0 TR (1)) ~ @ E®)
(u,1) = Liyery
Elles sont respectivement Fr®B([0, T])-mesurables et B([0, T])®B([0, T])—mesurables et ¥ est la composée
de ces deux fonctions et est donc elle-méme Fr ® B([0, T])-mesurable. O
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T

11 découle du lemme précédent et du fait que [EjO "®2ds<n,que VneN, Vde Al

loc’
1 e A
[O,Tn] € .
On peut alors définir pour tout n,

t
M;’:/ Lo, 1(5)®sdBs, 120,
0

Pour 7 fixé, le processus M" = (M}');»o est une martingale et on a (M"); = [Ot @?]l[o'rn](s)ds. 1l faut donc
montrer que pour tout T >0, M} converge p.s. uniformément pour ¢ € [0, T] quand n — +oo. Le processus
limite sera alors noté

t
Mt=f ®,dB;, t>0.
0

Lemme 5.41. Soir® € A?

loc €T un temps d'arrét. Alors 1o 1@ € A%oc et pour tout t >0,

t IAT
[) ]l[o'r](s)q)Sstz\[O OdB;, p.s.

Preuve : D'apres le Lemma (5.40), 1 ;1P € A%o .- L'égalité annoncée est équivalente au méme résultat avec le

temps d’arrét borné £ A 7. Or £ AT est limite décroissante de la suite de temps d’arrét

N+1 k r k
Tn= kz: bl (k1 cinrsrky avect, = on’
=1

eton note AK = {tk=1 <t A7 <15}, 1 suffit détablir I'égalité suivante :

L t
/ ]l[rn,t](s)q)sst:/ ®,dB;,
0 IATh
qui résulte de

t t
ftk 1B =1 ftk ®,dB;.

On va donc montrer que pour0<s<t, Ac FsetDe A%DC,

t t
f ]lAq)udBu:]lAf ®,dB,,.
N N

Orona

t t 2 t 2 t 2
[E[([ ]lAtbudBu—]lAf d)udBu) |.7-'5]:]1A[E[(/ (]lA—1)<DudBu) |,7-'5]+]1Ac[E|:(/ ]1ArbudBu) |f3]
N N N N
t t
:]lA[E[f 1Ac¢§du]+nAcE[f ]1Aq>§du]
N N

=0.

O
On a donc pour tout 72 € N, M;ar, = M} et (T,)nen €St une suite croissante de temps d’arrét qui tend vers
+00 quand n — +o0. La limite sera donc une martingale locale.

Proposition 5.42. Soient® ¢ A?OC et T >0, alors M} converge p.s. uniformément sur [0, T] lorsque n — +oo.



5.4. PROCESSUS D'ITO 55

Preuve : Soit n<m. Alors 7, <7, etle lemme précédent appliqué a 1, ;1P et 7,, assure que

n t
M :/; Lo,7,1(5)L[o,r,,1(5)@sdBs

tAT,

= /0‘ ]l[O‘Tm](S)(DSdBS
et cette derniére quantité ne dépend pas de m. Fixons T > 0, sur Q, = {1, > T}, la suite {M};;0< t < T}, est
constante et égale a sa limite. Le résultat découle alors du fait que Q,,  Q p.s. O

Nous pouvons résumer les propriétés de I'intégrale d’Ité obtenue.

Proposition 5.43. Pour tout® e A?

Loc CONntinu, il existe un processus continu

t
M[:f ®,dBs, t>0.
0

1. Le processus M = (M;) > est une martingale locale.

2. Le processus croissant associé a M est
t
2
(M), = fo ®2ds.
C’est le seul processus croissant, continu, adapté, nul en 0 tel que M ? — (M) soit une martingale locale.

Récapitulatif sur I'intégrale stochastique :

Soient (Q,F, (Fy¢)»0,P) un espace de probabilité filtré, (B;) > un F;—mouvement brownien réel et ® =
(®¢) >0 un processus progressivement mesurable. On peut définir I'intégrale stochastique de deux maniéres :

. [Efot ®2ds< +0oV >0 . fot @2ds < +00 p.s. V£ >0 (condition plus faible)
M, = fot ®,dB; est alors bien définie M; = fot ®,dB; est alors bien définie
M = (M) >0 processus, F;—martingale M = (My) 0 processus, F;—martingale locale, i.e.
de carré intégrable, d’espérance nulle I(Ty) 0, T 7 +00, Ty < T4 telle que
et a trajectoires continues (M¢aT,) >0 martingale et Ty, = inf{z: [Ot ®ds>n}

E[Mat,|Fs] = Msat,, VO<s< VR 20

E[ fy @sdBs]=0 A E[ [y @sdB;]=?
2
[E[([OI(DSdBS) ] = [E[fot <D§ds], M; n’est pas forcément intégrable
(M) unique processus croissant, (M) unique processus croissant,
a trajectoires continues, adapté, a trajectoires continues, adapté,
partant de 0 et tel que M? — (M), F;—-martingale | partant de 0 et tel que M? — (M), F,~martingale locale
(M), = [ ®ds (M), = [ ®2ds
=

la réciproque est fausse

5.4 Processus d’Ito

Dans cette partie, on donne la formule d’'Itd, véritable clef de votite du calcul stochastique. Celle-ci montre
que lorsqu’on applique une application C? a une semi-martingale, on conserve une semi-martingale; elle en
donne en plus la décomposition (martingale locale + processus a variation finie).
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Définition 5.44. Soient (Q,F,(F;)+>0,P) un espace de probabilité filtré et ( Bt ) r>o un JF;—mouvement brownien
standard. On appelle processus d’It6, un processus de la forme

r r
Xt:X0+f (IDSdBS+f ads,
0 0

e Xy est une variable aléatoire Fy—mesurable,

on

* ® processus progressif tel que fot @%ds <400 p.s. V20, ie. j’ottbsst est une martingale locale,

; ot . t S .
* «a adapté, ]0 |as|ds < +o00 p.s. V120, i.e. fo asds est un processus a variation finie.

Définition 5.45. Soient deux processus d’Ito

t
Xt—X0+/ ®,dB; + f asds
Yt—YO+/ W.dB, + [,Bsds

t . .
(X,Y)t:f CIJS‘PSds:<[ d)sst,[ W (dB)
0 0 0 t

Remarque 5.46. Le crochet de deux processus d'Ito est par définition le crochet de leurs parties martingales
locales.

On définit le processus

Proposition 5.47. Sit,={0=1t] <t]'<---<t =t} avec|past,] — 0,
n n—+oo

rm—1
Z(Xt" _Xt”)(Yt" _Yt”) —> (X Y);.
et
(X, )= [+ V)= (X 7).,

2
ot (X + Y); est le seul processus continu, croissant, adapté tel que (fot(tbs + \IJS)dBS) —(X+Y); soit une mar-
tingale locale.

Preuve : admis

Définition 5.48 (Intégration par rapport a un processus d’Itd). Soit X; = Xo + fot ®,dB; + fot asds et U = (Us)ss0
tel que [, (U2®? + |Usa|)ds < +oo p.s. V't > 0. Par définition

t t t
f USdXS:/ U;D,dB; + f Usads

0 0 0
——— ——

martingale locale processus a variation finie

Théoréme 5.49 (Formule d’It6, produit de deux processus d’Itd). Soient deux processus d’It0 :

t
XI—X0+f O.dB; + f agds
Yt—Y0+f Y.dB; + fﬁsds

t t
X,Y,:X0Y0+f Xdes+f YedX,+ (X, Y),. (5.8)
0 0

Alors
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Preuve : » Existence des différents termes :
fot X dYs = /Ot X,¥.dB; + fot X,fsds a un sens car

t
[ XZ\I’ ds< sup Xzf ‘P2d5<+oops
0

s€[0,1] 0
t
f |X,Bs|ds < sup |Xs|[ |Bs|ds < +oop.s.
0 se Ot

car les trajectoires des processus sont continues.

(X,Y); est 'unique processus continu a variation finie tel que (fot <I>5st)(f0t\I’sst) —{X,Y); soit une

(X,Y)t:(fo'qnsst,/O'\Psst)t

(X,Y), = i[(x+ V) —(X-Y)]

Fr—martingale locale. On a

1
Xth = Z[(X[ + Y[)Z - (Xt - Yt)z]
¢ 1l suffit de montrer (5.8) pour le carré :
2 _ 32 !
X2 = X5 +2f Xsd X +(X);.
0

Soit IT" = {0=1y <y’ <---< 1! =t}avec|lI"|= sup |, -1 o, 0- On peut alors écrire

i+1
i=0,...,Tp—1

, rp—1 5 rp—1 7l 2

Xi-Xg= ) (Xt =Xp)=2 3 Xen(Xpp = Xpp)+ 3 (Xep = Xen)?.
i=0 ! i=0 i=0
(et o KsdXs a0
On en déduit que
t
Xf:X§+2f X,dX,+ (X),
0

——
terme supplémentaire par rapport a I'intégrale de Stieljes, du fait que X ne soit pas a variation finie

O

Théoréme 5.50 (Formule d'It6). Soit X = (X;) o un processus d’Ito et f : R — R une fonction C*. Alors (f (X)) 10
est un processus d'It6 tel que

F(X0) = f(Xo)+ fo tf’(Xs)dXs% fo tf”(Xs)d<X>s. (5.9)

Idée de preuve : Soit Xs = Xo + [, ®,dBy + [, a,du.Ona

s+ f'(X;) continue,

s+ f"(X;) continue,

N
X)s= f % du.
0
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Il faut se donner une subdivision de [0, ¢] et appliquer un développement de Taylor. O

(5.9) = f(X;) = f(X0)+f f'(Xs)[®@sdBs + asds] + f ! (X;)®2ds
:f(x0)+f0 f’(Xs)qJSst+fo (f'(Xs)as+§f"(Xs)(I>§)ds

Exemple 5.51. Montrons que Y, = ePt est un processus d'Ito.

* t+ By estun processus d'Ito :
t t
B;= By +f ldBS+/ 0ds
- Jo 0
=0

o f:xw> e estune fonction C* deR dansR, f'(x) =e* et f''(x) = e*. On applique la formule d’t6 & f (B;) :
t ! 1 t I
P8 =£(Bo)+ [ 1(BdB+ [ (B)AB),

¢ 1 rt
< ePr=1+ f eBSdBS +*f eBsds,
0 2Jo

———
martingale locale

puisque (B)s = [y 12 ds=s.
Théoréme 5.52. Soit X = (X;) o un processus d'Ito et f € C1?(R* xR) :

f: Rt*xR — R
(t,x) =  f(t,x)

festClentetC?enx. Alorsona:

t tH 2
F(6,X0) = (0, X0)+f af(sXs)dS+[0 %(S,Xs)dXer%[O f(s,Xs)d( X)s. (5.10)

Remarque 5.53.
1. Le théoreme se démontre a l'aide de la formule de Taylor pour f(t, x).

2. Yy =(t,X¢) estun processus d'Ito de dimension 2. En effet, t — t est aussi un processus d'Ito : t = 0+ fot 0dB;+

t
Jo 1ds
3. On peut réécrire (5.10) :

t 62
(s Xs)®3ds

f(t,Xt)=f(0,X0)+ftg(s,Xs)ds+f —(s,Xs)[tb dBs+asds]+

= £(0,Xo) + f O (5, X;)®sdBs + fo[‘;f( X5)+—(S,Xs)a5+,

2 ﬁ(s XS)QZ:IdS

Exemple 5.54. Montrons que si X; = Xy +f0 O,dB; +f0 ads est un processus d’Ito, Y; = t?sin X, estun processus
da’lto.

2 1
ona(sX,), t ~ t°sinx C

. et
~ t’sinx C?

af
at
?f
ox2

f(t,x)= sinx,

of

a—(t,x) =t*cosx,
x

(t,x)=2tsinx,

(t,x) = —t*sinx.
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On applique donc la formule d’Ito
) t t, 1t o,
t sinXt:0+/ ZssinXsds+/ s cosXSdXs+5/ —s%sin X;d(X)s
0 0 0

¢ t 1
:f SzcosXsCDsstJrf [ZSsinXs+szcosXsas—EszsinXSCDE]ds
0 0

Calculer (Y); (le crochet existe uniquement si Y est un processus d’Itd, pour montrer que c'en est un, il faut
utiliser la formule (5.10)). On trouve

t
(V)= /(; s*cos? X;®ds.

5.5 Cas multidimensionnel

Définition 5.55. Soit (Q,F,P) un espace de pro_babilzjté. Un mouvement brownien d — dimensionnel est un
processus B = (B',...,BY) tel que Vi =1,...,d, B' = (B}) s soit un mouvement brownien et (B',..., B%) soient
indépendants.

Définition 5.56. Soit (F;) s une filtration sur (Q, F,P). Un processus B = (B;)s0 = (B},..., B%) 150 adapté a
(Ft) 120 est un Fy—mouvement brownien d—dimensionnel si

1. By=(B},...,B¢)=(0,...,0),

2. les trajectoires sont p.s. continues,

3. Y0< s<t, By— Bs estindépendant de Fs (/\ ce nest pas forcément la filtration propre de B),

4. YO<s<t,By—Bs~N(0,(t-s)I;), ot I; est la matrice identité de dimension d.
Proposition 5.57. Soit B = (Bl, . .,Bd) un F;—mouvement brownien.

1. Vi=1,...,d, (B")? = ((B})?)s0 est une F;~sous-martingale,

2. Vi,j=1,...,d, i #j, B'BI = (BIB!) 50 est une F,~martingale.

Preuve :

1. En appliquant la formule d’It6, on obtient

. ro. .
(B;)zzzf BldB!+1.
0

Ona
2

E[fot(Bi)zds]:fot[E((Bﬁ)Z)ds:/otsds:%<+oo,

2 etque fot BLdB! est une martingale de carré intégrable. On a donc pour ¢ > s,

on en déduit que B € A7,

E[(B)2|F,] :[E[(Z[OtBLdBZﬁ t)‘fs]

s . .
:zfo BidB +1
= (BY)?+(t-9)
> (B2

(B")? = ((B!)?) 120 est donc une F,—sous-martingale.
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2. Soient0< s<teti# j, onpeutécrire
BiB] - B(B] = B(B] - B) + (B} ~ B) B!+ (B} ~ B)(B] - B]).
On adonc

E[(B!B] - BIB{)|F,] =E[Bi(B] - B{)| ;] +E[B] (B} - B))|F;] +E[ (B} - BI)(B] - B])|F{]
= BIE[B]-B]|F,] + BIE[B}-Bi|F,] +E[(BI-B)(B]-B{)|F,]

car By est Fs—mesurable car B/ est F;—mesurable

= BSE(By - By ]+ ByE[B; - By +E[B; - B{| 7 JE[B] - B | 7]

car B{—B! [IF, carB-BIIF; car B{~B! ]_IB{—Bg
=0+0+E[B} - B.]E[B] - B!]
:0’

B'BJ = (B!B/) s est donc bien une F;~martingale.

Corollaire 5.58. SoitB = (Bl,...,Bd) un Fy—mouvement brownien d—dimensionnel. Alors,
1. (BY),=t,Vi=1,...,d,
2. (BL,B/),=0,Vi,j=1,...,d,i#].

Preuve :

1. Ona
. ro. .
(B;)Zzzfo BldB!+1.

Or (B'), est!'unique processus croissant adapté a trajectoires continues, partant de 0 tel que (B! )%~ (B*),
soit une martingale. On a vu que

. ro. .
(B;)Z—t:Z/O BLdB!

. t . t
B;:0+f 1dB;+f 0ds
0 0

est un processus d’Ité. On a donc (B'), = fot 12ds=t.

est une martingale et

2. ((B',B7);)s0 estI'unique processus a variation finie, 2 trajectoires continues, partant de 0 tel que BfB{ -
(B, B/}, soit une martingale locale. Or B;B{ —0 est une martingale, on en déduit que (B?,B/), = 0.
O
Par extension, pour @ = (@) g et ¥ = (W) >0 deux processus progressivement mesurables réels, tels que
fot(|<1)s|2 +|¥s|?)ds < +o0 p.s. pour tout £ >0, i.e. M; = fOtCIJsdBé et N; = fot‘}’sng sont des martingales locales
bien définies, on a

(M,N)t:(fo'cbsdB;',fo'\PsdBi)t:o Vi, j=1,...,d,i#].

. . . , t
(f qnsdB;,f ¥, dB!) :f O, ds.
0 0 t 0

Mais
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Intégrale stochastique par rapporta B = (B!,..., Bd) mouvement brownien d-dimensionnel :

t da ro
AL = {®= (D) 550 = (DL,...,0%) € RY, progressivementmesurabletelquef |d>s|2ds:2f | [*ds < +00}
0 = Jo

On définit

t d t .,
Mt:/ (Dsst:Zf ®'dB..
0 170

M = (M) >0 est une martingale locale (3( Ty, ) ;>0 suite de temps d’arrét qui tendent en croissant vers +oo telle
que (M;aT, ) >0 SOit une F;—martingale). On a

d . . rd o Lo,
M), = f@’dB’ :f P! ds:/ ®|°ds,
de=(33 |, @baB) = [ Rleiftds= [ e
avec |x| =/ x{ +--+ x3. Pour deux processus ® et ¥ dans A{ et B=(B!,...,BY), on définit pour
t t
Mt:/ ®;dB; et Nt:f VdB;s,
0 0

(MNt—f Z@‘I’ds
i=1

et

(M, N}, = [(M+N) - (M-N). ]

Processus d’It6 :

t t
XI:X0+f <1>sst+[ agds
0 0

Xy variable aléatoire réelle Fy—mesurable

D= (Py,...,Dg) € AL

avec

B=(B!,...,B%) F,~mouvement brownien d—dimensionnel

a adapté et [Ot |as|ds < +o0 pour tout £ > 0 p.s.

Si X et Y sont deux processus d’Itd avec les conditions précédentes :

t
Xt—X0+/ ®,dB; +f agds
Yt—Y0+f W, dB, + fﬁsds

On a alors

. . d [
(X,Y)t:([ @sst,f \I’st)t:Zf ®LWPids.
0 0 iz170
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Formule d’Ité : Soient X; = (X},...,X!) p processus d'It6 et f : R” - R de classe C2. Alors f(X;) est un
processus d’Itd et on a

rx) =100+ 3 [ S egaxt ] >

J k=1

[0 (xpape x4,

0x;j0x)

Idée de preuve : A j fixé,
0 . t o ; .
—f(Xt)ng = —f(xs)[ ®ldB;  +alds]
0x; 0 0x; _,_/

= existence de [ % (X,)dx!.
]

Exemple 5.59. Soient B! = (Bl) o et B> = (B?) ;50 deux F;—mouvements browniens standards et f(x),x2) =

X2 + x5, fonction de classe C*. On a

0 0
a—){l(xl,xg) =2x; et a—;;(xl,xg) =2xo.

On en déduit que

¢ 1 rt
(B})%(Bf)z:(33)2+(B§)2+f0 (2ledB§+2B§dB§)+5f0 (2ds+2ds)
————
=0+0

t t
:zf B§d3§+2f B2dB? +2t.
0 0
Rappel :
1\2 t 1 1

(B)) :z[ BldB! +1

0
t

(B?)2zzf B2dB? +1.

0

Corollaire 5.60. Soient X;=(X},..., X} )50 p processus d’Ito et f € CV2(R* x RP). Alors,

f(t,Xt)zf(O,X0)+f (sXs)ds+f Z (SXS ydx! + zf Z

(s, Xs)d(X, X7 ).
6xl ) ( >s

Y;=(t,X},...,X!) est un processus d'Itd de dimension p+1 et {t, X! ) = 0 car le processus ();»o n'admet
pas de partie martingale locale.

Exercice 5.61. Montrer que les processus suivants sont des processus d’Ito, calculer leurs crochets :
2
1. B?,
t+eb
B3 -3tBy,
1+2t+eb
(Bi+t)exp(-B; - 11),

S &k LN

e'/2sin B,.
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Exercice 5.62. Soient

Xt:exp(fota(s)ds),
Yt:Y0+/0tb(s)exp(—fosa(u)du)st,

oit a et b sont des fonctions boréliennes intégrables. Calculer Z; = X, Y; en tant que processus d'Ito.

63



64

CHAPITRE 5. INTEGRALE STOCHASTIQUE D’ITO



Chapitre 6

Equations différentielles stochastiques

6.1 Introduction

Le but de ce chapitre est d’étudier les équations différentielles stochastiques (EDS) de la forme :

{ dX, =f(t,X,)dt+g(t,X,)dB, (6.1)

Xo =X

qui n’a de sens qu’'intégré :

t t
Xt:x+f f(s,Xs)ds+[ g(s, X5)dBs,
0 0

ot B = (B;) >0 est un mouvement brownien d-dimensionnel. Le coefficient f(t, X;) est appelé la dérive et le
coefficient g( ¢, X;) est appelé coefficient de diffusion.

Nous rechercherons des solutions X = (X} )0 qui sont des processus r-dimensionnels progressivement
mesurables et doivent nécessairement vérifier :

t t
/ |f(s,Xs)|ds< oo et [ lg(s,Xs)[Pds <o Vi>0ps..
0 0
On conviendra par la suite que
f:R+><Rr—>Rr, g:R+><[Rr—>IRer

sont des fonctions mesurables.

Problématiques :
1. Existence de solutions
2. Unicité des solutions

3. Calcul des solutions

Notations :
e R" muni de la norme |x| = (X7_, x?)'/2,

e M(r,d) matrices a coefficients réels a r lignes et d colonnes,

. AEM(r,d),|A|:\/m:( D a?j)l/z’

i=1,..,r

o AeM(r,d),"AeM(d,r)et A"Ae M(r,r).

65
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6.2 Résultats préliminaires

6.2.1 Processus a valeurs matricielles

Soient (Q,F, (F¢) »0,P) un espace probabilisé filtré et B = (B, ..., B?) un F;~mouvement brownien d—dimensionnel.
Soit @ = (®;) >0 un processus progressif a valeurs dans M(r,d) :

R*xQ - M(r,d)

(to) = @w)=(®()

Supposons que fot |®|*ds < +o0 p.s. pour tout £ >0.
On définit la martingale locale vectorielle M = (Ml, ...,M") par

. d t .. . t
M;:Zfo q>§'fd3g=fe,-Mt:f0 lo,®dB,, Vi=1,...,r.
=1

Nt —
ou ‘e; = (0,...,0, 1 ,0,...,0).
N
iéme position

(0,...,0,1,0,...,0) (CDS) = (¥, 02, ob?).
[ S —

—
1xr

rxd

On écrit matriciellement M, = [Ot ®,dB;:

MEY @ e @l [ dB!
M= |= fo : : s
MY o' .. o |\ dB?

et
(M",Mf)t:<f0' Lo;®.dBs, 0' ‘e;®,dB),
t
:/(; (Te; @ Dge;)ds

& ik s [ il il
- oikdBk, fd)‘dB .
(X [, oxtasts, [[ollas),
En utilisant le fait que (B¥, B') = 0 pour tout k # /, on obtient

. . d . .
(M’,M’)t:Z[O olkplkgs.
k=1
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Si de plus, [E[fot |<1>s|2ds] < +o0 pour tout £ >0,

[thnsst ‘2] = [E[kil |M;c|z]

martingale vectorielle

=1

- Z[EHf Lo, @, st
=1

- Zr:[E[/ |“er®g |2ds
k=1

On retrouve bien
t z
/0 o,dB; | |- [Z M2 f @ ds].

martingale vectorielle

6.2.2 Processus d’Ito vectoriel
Soient (Q, F, (F;) »0,P) un espace probabilisé filtré et B = (B',..., B¥) un mouvement brownien d—dimensionnel.

Définition 6.1. On appelle processus d’Ito vectoriel un processus X = (X;) >0 a valeurs dansR" de la forme
t t
X =Xp+ [ d.dB; + f ads,
0 0

o Xy vecteur aléatoire deR", Fo—mesurable,

avec

® = (®;) >0 un processus progressif a valeurs dans M(r,d) tel que fot |ds|?ds < +oo p.s. pour tout t,

o a=(ay) >0 Un processus progressif a valeurs dans R" tel que jot |as|ds < +o00 p.s. pour tout t.

A"dX;=d,dB;+ a;dt" n'a de sens qu'intégré.

Formule d’Ité :  Soient f € C?(R*,R") et X un processus d’It6 a valeurs dans R’ .

1
F(6,X)=£(0,Xp) + f sXs)ds+Zf XS)ka+f Z fo 5107, (s,XS)d(Xk POR

.....

) er®; Dge;ds

fa r t 6
f(t,Xt):f(O,X0)+/0 a]SC(S,Xs)deZ/O Ti(s,Xs)[tedeSstJrafdsh; Z fo
=1

.....

X
axkax (s X

f

axiaxj )lsi,er

Ennotantvxf:(ﬁ ﬂ)e

veeor tDAf =
0x; 0x;, </ (

on peut écrire

1(1%) =7 0%0)+ [ v p (s x0@aBer [ (5,04 v f(s X S ulDEf(s xRl ] Jds.
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6.3 Existence et unicité de la solution

Définition 6.2. Soir f:R* xR" - M(r,d) ouR". On dit que f est "localement bornée" si VT >0 et K compact de
R", f(t,x) est bornée sur[0,T]x K.

6.3.1 Position du probléme

Soient r et d deux entiers positifs, o et b deux fonctions déterministes, mesurables, localement bornées
définies sur R* x R” et a valeurs respectivement dans M(r,d) etR" :

(t,w)=o(t,w)=(0;j(t,w))i<icr [coefficients de diffusion/volatilité]
1<j<d

(t,w)~ b(t,w) = (bl(t,w), ..,b"(t,w)) I[drift/dérive/tendance]
Définition 6.3. Une solution de E(o,b) :
dX;=0(t,X;)dB;+b(t,X;)dt
est la donnée de :
o un espace de probabilité filtré usuel (Q, F, (Ft) t20,P),

o sur cet espace un F; —P—mouvement brownien de dimension d, B = (Bl, . Bd),

e un processus Fy—adapté, continu, a valeurs dansR" tel que
t t
X;=Xo+ / o(s,Xs)dBs + [ b(s,Xs)ds
0 0

X; Xp
S I e

¢ UII(SVXS) Uld(stS) st1
X7 X§ O\ on(sXs) -~ 0ra(s,Xs) )\ dB?

of b1(s,Xs)

+ f : ds
O\ br(sX,)

Si Xo = x €R", le processus est solution de Ex(0, b).

En pratique (dans les cas simples), pour trouver la solution d'une EDS, on intuite la forme de la solution et
on vérifie que 'EDS de départ est bien satisfaite en appliquant la formule d’It6.

Exemple 6.4. Les EDS affines admettent des solutions explicites qu'on peut obtenir comme dans le cas détermi-
niste par la méthode de variation de la constante. Le cas affine est important car les EDS affines apparaissent
comme des linéarisées d’EDS plus complexes qu'on ne sait pas toujours résoudre. On se place dans le cas réel, i.e.
d=r=1.

Considérons l'équation de Langevin définie pour b(t,x) =—ax (a>0)eta(t,x)=0:

dXt = —aXtdt+ UdBt.
La solution est donnée par
t
X, =Xoe ' +o / e~ (=9)gp,, (6.2)
0

Sans le terme odB;, I'équation dX; = —aX,dt se résout immédiatement en X, = Ce~?'. Pour tenir compte du
terme odBy, on fait "varier la constante C":

dCe " - aC,e *dt=dX, = —aX,dt+odB,;
dCt = UeatdBt

t
Cr=Xo+ [ oe®dB;
0

et, avec Xy = Cre~ %!, l'expression (6.2) est obtenue. Il s'agit du processus d’Ornstein-Uhlenbeck
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Définition 6.5 (Plusieurs notions d’existence et unicité).
1. Ondit qu'il y a existence faible si pour tout x € R", il existe une solution de Ex(o, b).
2. Ondit qu'il y a existence et unicité faibles si x étant fixé, toutes les solutions de Ex(ca,b) ont méme loi.

3. On dit qu'il y a unicité trajectorielle si (Q,F, (Ft)»0,P, B) étant fixé, deux solutions X et X' de Ex(o,b)
telles que X = X, sont indistingables [P(X; = X[,V >0)=1].

4. Onditque X solution de Ex (o, b) est fortesi X est adapté a lafiltration canonique de B (F5 = o(B;,0< s < t)).
Le théoreme suivant relie les différentes notions d’existence et d’unicité.

Théoréme 6.6 (Yamada-Watanabe). S’il y a existence faible et unicité trajectorielle, alors il y a aussi unicité
faible. De plus, pour tout choix de l'espace de probabilité filtré (Q, F, (F;) t0,P) et du (F;)—mouvement brow-
nien B, il existe pour chaque x € R" une unique solution forte de Ex(0o, b).

Nous omettons la preuve car nous n'utiliserons pas ce résultat dans la suite : dans le cadre lipschitzien
que nous considérerons, nous pourrons établir directement les propriétés de la conclusion du théoréme de
Yamada-Watanabe.

6.3.2 Existence et unicité trajectorielles dans le cas lipschitzien

Nous donnons ici des résultats généraux d’existence et d' unicité des EDS.

Hypotheése 6.7.
1. (t,x)~o(t,x) et b(t,x) continues surR* xR"

2. (t,x)~»o(t,x) etb(t,x) lipschitziennesen x : 3K >0,Vt>0,x, yeR’,
lo(t,x)—o(t,y)|<K|x-y| et |b(t,x)=b(t,y)|<K|x-yl.

Théoréme 6.8. Sous les hypotheses 6.7, ily a unicité trajectorielle pour E(a, b). De plus, pour tout (Q, F, (F¢) t0,P)
et tout F¢ — P—mouvement brownien B = (Bl, .. .,Bd) dessus, il existe pour chaque x € R" une (unique) solution
fortea Ex(o,b).

Le théoreme entraine en particulier qu'il y a existence faible pour E(o, b).

Remarque 6.9. On peut affaiblir 'hypothese de continuité en la variable t, qui n'intervient essentiellement que
pour majorer sup o, 1110 (£, x)| etsup,o 11 |b(t, x)| pour x fixé. On peut aussi localiser I'hypothese sur le carac-
tere lipschitzien de o et b (la constante K dépendra du compact sur lequel on considere t et x, y), a condition de
conserver une condition de croissance linéraire

lo(t,x)|<K(1+|x|) er |b(t,x)|<K(1+]|x]).

Ce type de condition, qui sert a éviter l'explosion de la solution, intervient déja dans les équations différentielles
ordinaires.

Avant de démontrer le théoreme 6.8, on démontre le lemme suivant :

Lemme 6.10 (Lemme de Gronwall). Soit T > 0 et g une fonction positive, mesurable et bornée sur [0,T]. On
suppose qu'il existe deux constantes a et b positives telles que pour tout t€ [0, T,

g(n)< a+b/;tg(s)ds.

Alors,
g(1) < ae’”.
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Preuve :
t
g(t)£a+bf g(s)ds
0
t s
< b/ bf duld
a+b | [a+ A g(u) u] s
t s
—avabr+ b [ ([ g(wdu)d
a+abt+ O(Og(u)u)s

2 n Sn
§a+a(bt)+a@+ (b) b"”/ ds; f ds,.. f g(sn+1)dsn+1).
0

reste

On trouve en utilisant le fait que pour tout 7€ [0, T], |g(1)| < K,
tn+1

reste< b""'K— — 0
(n+1)! n>too

on en déduit que g(t) < ae”’. O
Preuve : [Théoreme 6.8] Pour alléger les notations, on traite seulement le cas d = r = 1. La preuve dans le cas
général utilise exactement les mémes arguments.
1. Unicité trajectorielle :
Soient (Q, F, (Ft)20,P, B=(Bt) 20, X = (X¢) 120, X' = (X]) 120) tels que Xp = X et
X, =Xo+ [y o(s,Xs)dBs+ [y b(s,X;)ds

X/ :Xo+[0tcr(s,XS’)st+[0tb(s,XS’)ds.

On va montrer que p.s., X; = X}, pour tout ¢ > 0. Pour tout M > 0, on pose 7 = (7p) = inf{¢ : |X;| >
Mou|X{| > M}. Pour t < 7, on a |X;| < M et |X{| < M. 7 est un temps d’arrét car c'est le temps d’en-
trée dans le fermé | — co,~M]U[M, +oo[ et le processus est adapté. On fixe T > 0, alors pour ¢ € [0, T], on

a
AT

INT
xm-x;M:fo [a(s,Xs)—a(s,X;)]st+f0 [b(s, X;) - b(s, X!)]ds,
et

(XMT—X;AT)Z52[(fOMT[U(S,Xs)—a(s,Xs')]st)2+(/OtAT[b(s,Xs)—b(s,X;)]ds)Z].

cés( tAT) [ (b(s,Xs)~b(s,X2))2ds

En passant a |'espérance, on obtient pour 7 € [0, T]

[E[(Xm_xgm)z]gz[E[(fom[o(s,xs)-a(s,x;)]d35)2]+z[5[(mf)fom(b(s,xs)_b(s,X;))zds].

On utilise ensuite I'isométrie et on obtient pour ¢ € [0, T],

E[(Xin - X 2] < z[E[(foW[a(s,xs)_o(s,xg)]zds)]+z[E[(mr)fom(b(s,xs)-b(s,X;))zds]

isométrie

o et b étant lipschitziennes, on a

lo(s,Xs)—o(s, XD <K Xs— XI[* et |b(s,Xs)-b(s,X)[*]<K*|Xs— XL,
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et en utilisant le fait que t A7 < T pour tout ¢ € [0, T], on en déduit que
E[(Xinr - X1\ )%] < 2K2[E[ fom |XS—X;|2ds] +2TK2[E[ fom |XS—X;|2ds],
ie.
E[(Xonr— Xipe ] 2K2 0+ D[ [ 1= XiPas]
<2K2(1+ T)[E[f0[|XSM—XS'M|2ds].
On pose h(t) =E[(X;ar — X/, )?], onadonc
h(t) §2K2(1+T)[0th(s)ds

avec h mesurable, positive, bornée, on peut donc appliquer le lemme de Gronwall avec a =0 et b =
2K?(1+T) et on obtient

h(t)<0x Q2K (14T
On a donc E[(X;ar — X!, )?] =0, on en déduit que X;n; = X|,, p.s. pour tout ¢. En faisant tendre M vers
+00, on conclut que p.s. X; = X; pour tout #. On a donc unicité trajectorielle.

2. Existence forte par les approximation de Picard : nous construisons la solution par la méthode d’approxi-
mation de Picard. On définit par récurrence

0_
X, =x

t t
X}:x+[ a(s,Xf)dBﬁf b(s, X2)ds
0 0

t t
X{’“:mfo o(s,XS")st+fO b(s, X")ds (6.3)

Les intégrales stochastiques ci-dessus sont bien définies puisque par récurrence, on constate que, pour
chaque n, X!" est continu et adapté a 75 donc localement borné si bien que le processus o (t, X*) I'est
aussi (hypothese lipschitzienne) et I'intégrale correspondante bien définie. On fixe maintenant 7 > 0 et
on raisonne sur [0, T]. On prouve par récurrence qu'il existe C,, tel que, pour tout ¢ € [0, T], E[| X"*[?] < Cj,.

Lemme 6.11. Soit T > 0, alors pour tout n € N, il existe une constante positive C,, telle que pour tout
te[0, T], E|X? < Cy < +00.

Preuve : [Preuve du lemme] Par récurrence :
° [E[|X?|2] =x% <400
e onsuppose que E[| X" '] < Cp—q

e rang n?
On utilise 'inégalité (a+ b+ c)? <3(a?+ b* +c?) :
t 2 t 2
|th|2£3[|x|2+‘/0 a(s,Xs”‘l)st +‘/0 b(s,Xs”‘l)ds‘ ]

t -1\2
< t [y |b(s,XP d
Sl (s X2 Rds
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Remarque 6.12. Si|f(x)- f(y)|<K|x-y|, alors
[F)I=1f(x) = £(0)+ £(O) < f(x) = f(O)| +]£(0)| < K|x|+ K, K,K'>0.
On a donc
lo(s, X2 [P <2K?| X2+ 2K et |b(s, XPTY))P <2K?| X2 42K
En passant a'espérance et en utilisant I'’hypothése de récurrence, nous obtenons
E[|lo(s, X" 1) *] < 2K?E(|X"71?) + 2K’ < 2K*Cp_q +2K™  Vs€[0,T]

et de méme pour E[|b(s, X?~1)[?]. On en déduit que [ o (s, X!'"!)dB; est une martingale de L et
donc

t T
[E[\xf|2]g3[|x|2+f [E|a(s,Xs”’1)|2ds+Tf E|b(s, X2")ds]
0 0

<3[|xf2+ T(1+ T)(2K*Cp_1 +2K"*)] =: Cpy.

O
On revient a la preuve du théoréme 6.8. On évalue [E[ sup | X1 - Xs"|2] :
se[0,1]
1 5 N 1 2 s 1 2
(xe+t-xm?<2| [C(o(uw X -0l Xi™))dBa| +2| [ (b(u, X2 - b(u, Xi™)du]
0 0
<2s [’ |b(u, X ) -b(u, X2 ) Pdu
N 2 N
<2sup f (0(1, X -0 (1, X27))dB,) +zsf Ib(u, X) - b(w, X" V) Pdu,
o<s<t ~ /0 0
::M?
et M est une martingale de L?. On va utiliser I'inégalité de Doob donnée par lemme suivant :
Lemme 6.13 (Inégalité de Doob). Soit M = (M;) ¢ une martingale continue. Alors pourp >1et T >0,
p p
E| sup M, |<(——) E[|M7|P].
[osth ] ( p-1 )
En appliquant I'inégalité de Doob, on a
[ sup [M[?] <4E[M?].
s€[0,¢]
On a donc par isométrie
1 2 ! 1y2 ! 1y2
[ sup | X2 - x7*) <8E f jo/(, X2) ~ 0 (1, X2 7) Pdu] + 27| f 1b(, X22) b1, X7 Pdu].
se[0,1] 0 0
Et en utilisant le fait que o et b soient lipschitziennes, on obtient
1 2 2 [f 12
[E[ sup | X1 - x| ] <(8+2T)K f [E[ sup [X"- x| ]du. (6.4)
0

se[0,¢] se[0,u]
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On pose g, (1) = [E[ SElp]|Xsn+l - XS”|2], on a alors
s€(0,1

t
gn(1)<Cr [0 gn_1(u)du,

avec Cr = (8+2T)K?. Or chacune des fonctions g, est bornée sur [0, T]. En particulier, il existe une
constante C/. telle que go(t) < Cf pour ¢ € [0, T]. Une récurrence simple montre alors que tout n > 0,
te[0,T]

t”
gn(1) < C;‘(CT)HE-

On en déduit que ¥ ,,50(g(T))"/? < +00 et comme
+00

+00
> sup | X+ - X7 2§ > | sup | X+ X )" Z(gn(T))1/2<+oo, (6.5)

n=00<s<T n=0 0<s<T n>0

outlanorme |.|; est définie par | Y|, =/E[ Y?] pour une variable aléatoire Y, cela entraine que p.s.

+o00
3 sup [ X - X7 < +oo,

n=00<s<T

etdonc p.s.lasuite (X;') [, 7] converge uniformément sur [0, T] vers un processus limite (X;) ;[o,7] qui
est continu. Comme par récurrence, chaque processus X" est adapté par rapport a la filtration canonique
de B, X l'est aussi.

On déduit aussi de (6.5) que (X;') [o,7] est une suite de Cauchy dans L*(Q,F,P) donc elle converge

dans L?. On déduit alors de 'isométrie L? et des hypothéses lipschitziennes que, avec des limites dans
I?,ona:

t t
lim a(s,Xs")st:f o (s, Xs)dBs
0 0

n—+oo

t t
lim b(s,Xs”)ds:f b(s, X)ds
0

n—+oo J(

Finalement, en passant a la limite dans I’équation de récurrence (6.3), on obtient que X est solution forte
de Ex(o,b) sur [0, T]. Comme T > 0 était arbitraire, la preuve est complete.
O

Exemple 6.14. On considere I'équation dX; = (aX; + b)dt + o X;dB; avec

o(s,x)=0x
b(s,x)=ax+b,

qui sont continues et lipschitziennes. Alors on a existence et unicité fortes d’'une solution a cette équation.

Extension: Conditions initiales aléatoires
On se place sous 'hypotheése 6.7 et on introduit 1 vecteur aléatoire de dimension r, Fy—mesurable et tel
que E[|n|?] < +oo.

Théoréme 6.15. 1] existe une solution unique forte a E(a, b) telle que Xo =1 notée X" = (X] )10 et telle que

t t
X?=n+f0 b(s,Xg)dSJrfO o (s, X{)dBs.

Preuve : admis
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Contre-exemple au théoréme d’existence et d’unicité forte :

Il peut y avoir existence et unicité faibles sans qu’il y ait unicité trajectorielle.

Pour ce contre-exemple, nous avons besoin d'un résultat sur la martingale exponentielle et du théoreme
de Lévy.

Nous commencons par démontrer le résultat suivant :
Proposition 6.16. Soit M une martingale locale. Pour tout A € C, soit

AZ
E(AM); = exp (AM, - 7(M)t).

Le processus E(AM); est une martingale locale.

Preuve : Si F(t,x) est une fonction de classe C? sur R* xR, la formule d’It6 entraine que
' OF t/0F 10°F
F((M)t;Mt)IF(O,MO)JF[ 7(( )S»Ms)dMS+/0 (g"’gﬁ)((M}s,M‘Q)d(M}s

Le processus F({M);, M;) est une martingale locale dés que sa partie a variation finie s’annule, i.e. lorsque F
vérifie la condition :

0F 106°F
—_t - =
d0s 2 0x?
2
Cette condition est satisfaite par la fonction F(t,x) = exp(Ax - ’17 t) (plus précisément par les parties rélle et
imaginaire de cette fonction). O

Théoréme 6.17 (Théoreme de Lévy). Soit X = (Xl,...,Xd) un processus continu, F;—adapté, issu de 0. Il y a
équivalence entre

(i) X est un F;—mouvement brownien de dimension d,
(ii) les processus Xi, (i=1,...,d) sont des F,—martingales continues tels que

1 sii=j

i ‘ ey =
(X', X7);=6;jt, avec §&;j {0 siit].

Preuve :
(i) = (ii) déja fait,
(ii) = (i) Soit ueR?. Alors u.X, = Z?zl u jX{ est une martingale de processus croissant

> u]ukX] t—Zut luf*t.

Alors d’apres la proposition 6.16, M; = exp(iu.X; + §|u|2 t) est une martingale locale. Cette martingale locale
est bornée sur les intervalles [0, T], T > 0, il s’agit donc d’une vraie martingale.
On a donc pour tout 0< s< ¢,

[E[exp (iu.X, + %|u|2t)‘.7:s] =exp (iu.Xs + %|u|25)
En particulier pour A € Fg,
E[Taexp(iu.(X;— Xs))] =E[E[Laexp(iu.(X;— Xs))|Fs]]
= [E[]lAexp(— iu.Xs— %|u|2t)[E[exp(iu.Xt+ %|u|2t)|}}]]
= [E[]lAexp(— iuXs- %|u|2t) exp(iu.Xs + %|u|25)]

:I]J’(A)exp(—%|u|2(t—s)).
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Avec A =Q, on en déduit que X; — X; ~ N (0, (¢ —s)1,;). Ensuite pour A € F; de probabilité P(A) >0, en notant
Pa(.)=P(.|A),ona

, 1
Ealexp(ite. (X~ X:))] = exp (=S |uf (1-9))-
On en déduit que £(X; - Xs|A) =N (0, (t - s)1,). Pour toute fonction mesurable positive f sur R?, on a donc

[EA[f(Xt - Xs)] = [E[f(xt - Xs)]r

soit, en multipliant par 1 4 de part et d’autre et en prenant I'espérance,
E[Laf (X = Xs)] =P(A)E[f(X; - X)]-

Comme c’est vrai pour tout A € Fs, X; — X est indépendant de F;. Finalement, pour tout 0= #p < f; <+ < I,
le vecteur (X;j - X;jf Dl<i<d1<j<p €St un Vect.eur gaussien, car obtenu en regroupant p vecteurs gaussiens in-
dépendants. Par transformation linéaire, (X}j, )1<i<d,1<j<p €St encore un vecteur gaussien pour tout (#;)1<j<p
et donc X est un processus gaussien. Comme le vecteur (X;J - X}j_l )1<i<d,1<j<p @ Ses composantes indépen-
dantes, le processus est finalement gaussien, a accroissements indépendants et stationnaires, et par hypothése

a trajectoires continues. Cela justifie que X!,..., X 4 sont d mouvements browniens indépendants et que X est
un F;—mouvement brownien d-dimensionnel. O

1 six>0
x-1 six<O0.
probabilité et = () r>0 un mouvement brownien standard issu de y € R tel que o = y. On pose

Contre-exemple: Soit sgn: R — {+1,-1}, tel que sgn(x) = { Soient (Q,F,P) un espace de

t
Bi= [ sgn(po)dp.

e Montrons que cette intégrale stochastique a un sens :

1. (s,w)+~ sgn(Ps(w)) progressivement mesurable car continue a droite (sgn est une fonction conti-
nue a droite et B est continu).

2. [, (sgn(Bs))?ds =t < +oo.
o Y-a-t-il existence faible? On va trouver une EDS pour laquelle on a existence faible d'une solution.
Pour appliquer le théoréeme de Lévy, on s’intéresse a :

[E[fot(sgn(ﬁs))zds] =< +oo,

Donc fot sgn(Bs)dB;s est une martingale a trajectoires continues avec

(8):= [ (sen(po)ds=t.

On en déduit d’apres le théoréme de Lévy 6.17 que B est un mouvement brownien par rapport a F. [ﬁ =
0{Bs0<s< t}.

On peut écrire dB; = sgn(8;)dB;, en multipliant de part et d’autre par sgn(8;), onasgn(pB;)dB; = (sgn(B;))?dp; =
dp; d’out

t
Br=y+ [ sgn(Bs)dBs.
B est donc solution de I'équation différentielle stochastique (EDS)

{ dXt :sgn(Xt)dBt (*)

X() =y
pour laquelle il y a donc existence faible. (On a construit une solution qui est faible car on ne se donne
pas de brownien.)
= Existence faible.
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e Y-a-t-il unicité faible? S’il y a une autre solution, a-t-elle une loi brownienne?
Si on a une autre solution X; = y+f0[ sgn(X;)dBs, alors X est une martingale car [E[fot(sgn(Xs) )zds] =t<

+00, (X)) = t et (sgn(Xs))s>0 est un processus progressif car continue a droite) X est donc une martingale
continue telle que (X); = r et d’apres le théoreme de Lévy 6.17, c’est donc un mouvement brownien.
= Unicité faible.

e Y-a-t-il unicité trajectorielle? On prend y = 0 (ne marche pas autrement). On a vu que f; est solution de
X = fot sgn(X;)dB;. Mais - est aussi solution issue de 0 correspondant au méme mouvement brownien

B:
t
~pi= [ -sen(p)ds,
t
:'/0\ _sgn(ﬁs)(]l{ﬁx¢0}+]l{ﬁs:0})dBS
t
:/0 sgn(—ﬁs)]l{ﬁsio}st
car

t
It:fo sgn(fs)lip,0)dBs=0 p.s.,

en effet, (I;) ;>0 est une martingale car son processus croissant est de carré intégrable en espérance et

t t
[E[(It)z]:[E[fO 1{ﬁxzo}ds]:f0 P(Bs = 0)ds =0.
Donc I; =0 p.s. et donc
t
(-B1)= [ sen(=Bs)dBs.

= Pas d’'unicité trajectorielle.

La fonction sgn n'est pas continue et pas lipschitzienne.
Exemple 6.18. Considérons 'EDS linéaire avec "bruit additif"

dX;=a(t)Xdt+0o(t)dB;, (6.6)
ot a,0 : R* — R sont des fonctions déterministes continues bornées. Alors on a l'existence et I'unicité forte d'une

solution a I'équation (6.6).
Dans le cas particulier o = 0, la solution peut s'écrire simplement

t
X; = X0e®™ D avec a(t):/(; a(s)ds.

Ceci suggere d'appliquer la méthode de la variation de la constante, c'est-a-dire de chercher une solution de la
forme X, = C;e* D). La formule d’Ité appliquée a C; = e=*(Y) X, nous donne

dC,=-a(1)e * D x,dr+e *Ddx, =e *Dg(1)dB,,
d’oi en intégrant et en tenant compte du fait que Cy = Xo,
t
Ci=Xo+ f U(s)e_“(s)st.
0
Ceci donne finalement la solution forte de l'équation (6.6)

t
X; = Xoe®() + f o(s)e¥(N-2)gp,.
0
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On vérifie effectivement (6.6) en appliquant la formule d’It6. On notera que si la condition initiale X, est déter-
ministe, alors X; suit une loi normale d'espérance [ X;] = Xoe“( ") et de variance

t
Var(Xt):fO o(s)2e?(@(N-a())gg

par isométrie.

Exemple 6.19. Soit 'EDS linéaire avec "bruit multiplicatif”
dX[ = a( t)X[dt+ U( t)X[dBt,

avec a nouveau a,o : R™ — R des fonctions déterministes continues et bornées, de sorte qu'il existe une unique
solution forte. Supposons que cette solution ne sannule pas, nous pouvons alors écrire

dX
—L - a(r)dt+o(r)dB,.
Xy

En intégrant le membre de gauche, on devrait trouver log(X;), mais ceci est-il compatible avec le calcul d'Ito?
Pour s'en assurer posons Yy =log(X;) (on suppose ici que la solution est strictement positive). Alors la formule
a’'lté donne

1 11
dY;= —dX; - - —
X, 2 X2

d(X),
1 1,
=—(a(t)X,dt+0(t)X,dB;) - —o(t)°dt
X, 2
1
=a(t)dt+o(t)dB; - 5a(t)zdz:.
En intégrant et en reprenant l'exponentielle, on obtient donc la solution forte

Xt:Xoexp{[ot(a(s)—%a(s)z)ds+f0ta(s)d33}.

En particulier, si a= 0 et o = A, on retrouve la martingale X, = Xoexp{AB; — A*t/2}, appelée mouvement brow-
nien exponentiel.
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